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Rappels

Soient A et B deux ensembles quelconques non vides et f : A — B une application.
Soient (A;)ier et (Bj);es deux familles de parties de A et B respectivement, U C A, V C B.

Alors on a :
1 Si A) C Ay alors F(A1) C f(Ay)
2. Si B; C By alors f~1(B;) C f1(By)
3. f(UierAi) = Uier f(4)
4. f(Nierds) € Nierf(4))
5. fTHUjesB;) = Ujes fH(B;)
6. [ (NjesAs) = Njesf 1 (B;)
TNV =V
8. UC [H(f(U))
9. f(fH V) CV
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Plusieurs preuves d’exercices, de théorémes, de propositions, de lemmes et de corrollaires
ne sont pas détaillés dans ce fascicule de toplogie générale. Le lecteur est invité a

— suivre le cours magistral de 'auteur,

— ou, et a visiter la bibliographie ci-dessus citée par 'auteur,

— et a réfléchir profondément sur les affirmations,

pour connaitre la justification des résultats.
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Chapitre 1

Introduction aux espaces métriques

Les notions de norme, distance, ouvert, fermé sont déja rencontrés dans le cours de L1MPI
sur la topologie dans £ = R, R" ou C.
Dans ce chapitre, on généralise ces concepts aux espaces métriques ( ¢’est-a-dire un ensemble

non vide munie d’une distance).

1.1 Distances et Normes

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X, toute application
d: X — R, vérifiant, Vo yze X :

(D1) d(z,y) =0<= z=y

(D2) d(z,y) = d(y, z)

(D3) d(z,z) < d(xz,y) + d(y, z) (Inégalité triangulaire)

Exercice 1.1.1. Soit d une distance sur X.
a) Montrer que d(z,y) >0,V z, y € X.
b) Montrer que |d(z,y) — d(x, z)| < d(y, 2).

Exemple 1.1.1. .

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES METRIQUES
1. Montrer que [’application

dy : [0, +o0[x[0,400[— R

(z,y) — di(z,y) = |2° — |

est une distance sur [0, +0o0l.

2. Montrer que ’application

dy : 10, 400[x]0, +oo[— R

(z,y) — dz(z,y) = |Inz —Iny|
est une distance sur ]0, +0ol.

Définition 1.1.2. Une norme sur un espace vectoriel E sur K = R ou C, est une application

notée N ou ||.|| définie par

N: F— R

r— N(x) =]zl

et vérifiant, Vx, y € F et Va € K
(N1) fJoz]| = |af|z]|
(N2) ||z]| =0=2=0
(N3) [z +yl| < [l][ +[lyl]-

Exercice 1.1.2. Soit ||.|| une norme sur un espace vectoriel E sur K =R ou C,.
a) Montrer que ||0]| = 0.
b) Montrer que ||x|| >0,V z € E.

Définition 1.1.3. Espace métrique et Espace vectoriel normé

1. Un espace métrique est un couple (X, d) ou X est un ensemble non vide et d est un

distance sur X.

2. Un espace vectoriel normé sur K =R ou C est un couple (E, ||.||) ot E est un espace

vectoriel sur K et ||.|| est une norme sur E.

Exemple 1.1.2. .
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1. Soit R alors R est un espace vectoriel sur R.
L’application © —— |z| est une norme sur R et Uapplication d : R x R — R :
(x,2") — d(z,2') = |x — 2| est une distance sur E. Ainsi (R,|.|) est un espace
vectoriel normé et (R, d) est un espace métrique.

2. Soit E = C alors E est un espace vectoriel sur R.
L’application z = a + ib — ||z|| = Va2 + b2 est une norme sur E et Uapplication
d:EXE—R:(z,2)—d(z,7) = ||z —2|| est une distance sur E. Ainsi (E,||.||)
est un espace vectoriel normé et (E,d) est un espace métrique.

3. Soit ® ={a+¢eb/e* =0, a, beR}
a) Montrer que ®© est un esace vectoriel sur R ;
b) Est-ce-que les applications ||.||1 : 2 = a + b — ||z||i = Va2 + b2 et |||]o: 2 =

a+eb— ||z]|a = Va? = |a| sont des normes sur D ?

1.2 Boules et Sphéres

Définition 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique. Soient x € X et r € R.

1. On appelle boule ouverte ou ouvert élémentaire de centre x et de rayon r, I’ ensemble
B (z,r) ={y € X,d(z,y) <r}. S’il y’a pas d’ambiguité, on note By(x,r) au lieu de
B (z, 7).

2. On appelle boule fermée de centre x et de rayon r, l’ensemble Bf(x,T) = {y €
X,d(z,y) <r}. Sl y'a pas d’ambiguité, on note By(x,r) au lieu de Bff(x,r).

3. On appelle sphére de centre x et de rayon r, Uensemble S(z,r) = {y € X,d(z,y) = r}.

Définition 1.2.2. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une partie A de X est bornée,
s’il existe une boule fermée By(xg,r) telle que A C By(xg, )

< d(z,z9) <rVuzeA

Exemple 1.2.1. 1. On équipe R de la distance usuelle. Les ensembles C, = [—3, 3[U]4, 11[U{31}
et Dy =]12,17] sont bornés dans R alors que les ensembles

Cy =] — 3, 11[U{20}U]21, +o00, [ et Dy = {280 1y € NY ne sont pas bornés dans
R.
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2. On équipe C de la distance usuelle. Tout disque (sphére) de C est borné. L’ensemble
A= {(3’T4i)n,n € N} est borné dans C alors que I’ensemble B = {(2 + i)n,n € N}

n’est pas borné dans C.

Définition 1.2.3. Diamétre

e Soit (X,d) un espace métrique. Soient A et B deux parties non vide de X. On appelle
distance entre A et B la valeur d(A, B) = inf{d(z,y),x € A,y € B}.
e On appelle diamétre d’une partie A non vide de X, notée diam(A), la valeur diam(A) =
sup{d(z,y), = € A, y € A}.
Exercice 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrer que A C X est borné si et seulement si diam(A) est fini.

2. On munit R de la distance usuelle. Soit A = {—1} et B = {{, n > 2}. Montrer que

d(A, B) = 0. En déduire que d n’est pas une distance sur P(R), ’ensemble des parties
de R.

1.3 Ouverts et fermés d’un espace métrique
Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 1.3.1. 1. Une partie 8 de X est dit ouverte st ¥ x € 6, il existe une boule
ouverte Bo(x,r) de centre x et de rayon r telle Bo(x,r) C 6. Les ensembles () et X

sont des ouverts.
2. Une partie F' de X est dit fermée si son complémentaire F° est une partie ouverte.
Les ensembles () et X sont des fermés.
Proposition 1.3.1. Soit (X,d) un espace métrique .
1. Toute boule ouverte est un ouvert.
2. Tout ouvert 0 de X est réunion de boules ouvertes.

3. Toute boule fermée est fermée.

Preuve
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1. Soit Bo(xg,r0) une boule ouverte avec ro > 0. Soit x € By(zg,79). On pose r’ =
ro—d(z,xo)

5 > 0 car By(zg,70) est ouvert, alors By(z,7") C By(zo,70). En effet, si y €

By(x,r"), alors d(zo,y) < d(zo,z) + d(z,y) < d(xg,x) + 1" = d(zo, ) + w =

ro+d(zo,x)

5 < Tp.

2. Soit 6 un ouvert. Si x € 6, il existe r, > 0 tel que By(z,r,) C O. Alors 0 =
UxEGBO(x7Tm>'

3. Soit By(zg,79) une boule fermée avec o > 0. Montrons que Bf(xo, ()¢ est un ouvert.
Soit ¥ € Bf(xo,70) alors d(zg,z) > 19 > 0. On pose r" = w, alors By(z,7") C
B$(wo,10). En effet : soit y € By(x,7"), on a
d(xg,x) — d(zo,y) < |d(zo, ) — d(x0,y)| < d(z,y) <" = w. D’ou, d(xg,y) >

—(W) + d(xg,x) = w > rg. Par suite d(zg,y) > 70.

Théoréme 1.3.2. (Propriétés des ouverts)

Soit (X, d) un espace métrique, alors on a :

1. X et () sont des ouverts.

2. Si (04)acr est une famille quelconque d’ouverts, alors Uaer0, est un ouvert;
3. 81 (0;)1<i<n est une famille finie d’ouverts, alors Ni<;<nb; est un ouvert.

Remarque 1.3.1. Une intersection quelconque d’ouverts n’ est pas forcément un ouvert. Par

exemple (,»,)T — 2,2 + L[= {z} est un fermé dans R muni de la norme usuelle.

Théoréme 1.3.3. (Propriétés des fermés)

Soit (X, d) un espace métrique, alors :

1. X et () sont des fermés ;

2. Soit (Fy)aer une famille de fermés, alors NaerF, est un fermé;

3. Soit (F})1<i<n une famille finie de fermés, alors Ui<;<, F; est un fermé.

Remarque 1.3.2. Une réunion quelconque de fermés n’est pas forcément un fermé. Par

exemple ﬂnZl]l + 3%1, 2 — 3%[:]1, 2[.



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES METRIQUES

Définition 1.3.2. Soit (X,d) un espace métrique. Soit x € X. On dit que V C X est un

voisinage de x s’il existe By(x,r) C V.

Lemme 1.3.4. Soit (X,d) un espace métrique; 0 est un ouvert si et seulement s’il est

voisinage de chacun de ses points.
Preuve Simple 0

Définition 1.3.3. Soit (X,d) un espace métrique.
1. Si 'V, est un voisinage x, alors V, = V,\{x} est appelé voisinage pointé de x.
2. Toute boule ouverte By(xz,r) de centre x est un voisinage de x et tout voisinage V, de
x contient une boule ouverte de centre x. On dit que [’ensemble des boules ouvertes de

centre x est un systéme fondamentale de voisinage (SFV) de .

Exemple 1.3.1. .

— Dans R muni de la distance usuelle, Vi =] — oo, —2] U [4, 7[ est un voisinage de —5 et
6,9999 mais pas de —2,1 et 7;

— Dans C muni de la distance euclidienne, z = a + ib — /a2 + b = |z|.
Vo ={z=a+ib/(z,y) €]—2,1] x [0,3[U{3} x] —1,1[} est un voisinage de zg = 1,5+1
mais pas de z1 =1+ 2i et zp =3 — L.

— Dans C muni de la distance euclidienne, Vo = {z = a+ib/(z,y) €] —2,0] x [-2, 1[U] —
2,2[x{3}} est un voisinage de 2o = 3 + L mais pas de z = 2i et zp =1 — 3.

Vi={z€C/2 < |z| <3} est un ouvert, Vs = {z € C/2 < |z| < 3} ne lest pas.

1.4 Adhérences et Suites dans un espace métrique

Définition 1.4.1. Soit (X, d) un espace métrique. Soit (T,)nen une suite d’éléments de X.
On dit que (x,), converge dans X, s’il existe v € X tel que

* Ve >0, AN,V neN, (n> N, = d(z,z,) <¢)

** < Ve >0,3IN,./Vn € N(n > N. = z,, € By(z,¢))

Exemple 1.4.1. Dans C, muni de la distance euclidienne usuelle, les suites données par

Zn = (%)“ et z, = 5107 converge respectivement vers 0 et —3.
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Lemme 1.4.1. (de séparation) Soit (X,d) un espace métrique. Si x # ' dans X alors il

existe r, ' > 0 tes que Bo(z,r) N By(a',r") = 0.
Preuve Simple 0

Remarque 1.4.1. On dit que cet espace m*‘’etrique est séparé car deuxr éléments dis-
tincts peuvent étre séparés par deux ouverts disjoints. Noter qu’il existe d’autres notions de

séparation (voir chap 4).

Lemme 1.4.2. Dans un espace métrique (X,d), si une suite (x,), admet une limite alors

elle est unique.

Preuve Soient z, 2’ deux limites distinctes de (x,),. Comme (X, d) est séparé, alors il
existe r, ' > 0 tes que By(z,e) N By(2',&’) = 0. Par définition de la limite, il existe N, et N/
tels que

e n> N, = 1, € By(z,¢)
e n> N =z, € By(z,¢)
donc pour n > max{N., N}, on a z,, € By(z,e) N By(z,e)'. Ce qui est absurde.
O

Définition 1.4.2. Soit (X, d) un espace métrique. Soit A C X non vide. L’adhérence de A

noté A, est le plus petit fermé contenant A.
Proposition 1.4.3. Soit (X, d) un espace métrique. Soit A C X non vide. Alors, on a :
1. A est Uintersection de tous les fermés de X contenant A.

2. A est un fermé contenant A.

3. A est fermée si et seulement si A = A.
Preuve : Trivial ([l

Proposition 1.4.4. Soit (X,d) un espace métrique. Soit A C X non vide.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

1.z € A

2. V' V,, voisinage de x, V, N A # ()
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3. il existe une suite (x,) d’éléments de A qui converge vers x.
O

Définition 1.4.3. Soit (X, d) un espace métrique. Soit A C X non vide. Un élément v € X

est dit point d’accumulation de A si pour tout voisinage V, de x, on a : (Vx \ {x})A # ().

Théoréme 1.4.5. Soit (X, d) un espace métrique. Soit A C X non vide.

Un point zy est un point d’accumulation de A € E si et seulement si il existe une suite
(an)n de termes deux o deuz distincts et vérifiant a,, € A\ {z0}, Vn > 1, telle que nl_l)gloo Ay, =
20-

Preuve

=) Supposons zy est un point d’accumulation, alors tout boule centre z, contient un
point qui n’est pas zy. On va appliquer cette propriété pluisieurs fois pour construire la suite

recherchée.

1
- Soit ny = 1, alors By(z9, —) N A contient au moins un point a; avec a; ¢ {z}.
m

1
alors By(zg, —) N A contient au moins

1
d(CLl, ZO) } N9

- Soit ny € N tel que ny > max < 2, nq,

un point ay avec as ¢ {29, a1 }-

1
- Suposons aq, as, . . . a1 construitent. Soit n, € N tel que ny > max {k‘, Ng_1, —}
: d(ax—1,ao)
alors By(zg, —) N A contient au moins un point ay avec ay ¢ {zo,a1,...,a5_1}.
N

1 1
Comme d(ay, z0) < — < —,Vk > 1 alors lim a; = zy et de plus tous les termes de la
N k n—-+00
suite sont deux & deux distincts entre eux et sont aussi distincts de zg.
<) Réciproquement, soit V,, un voisinage de zy, alors il existe ¢ tel que By(z9,¢) C V.
Mais par hyphothése pour ¢ > 0, il existe N./Vn,n > N. = a, € By(z9,6) C V avec
an ¢ {z0,a1,...,a,_1}, donc V contient une infinité de termes de la suite (a,),. Ansi, zq est
un point d’accumulation de {a,,n € N} C A, donc pour A aussi en particulier.
O

Maintenant, pour un ensemble constitué de 'ensemble des termes d’une suite, définissons

le concept "intermédaire" appelé "valeur d’adhérence".

Définition 1.4.4. (Proposition) Soit (X, d) un espace métrique. On dit que | € X est une

valeur d’adhérence d’une suite (), d’ éléments de X s’il existe une sous suite de (x,,), qui



1.4. ADHERENCES ET SUITES DANS UN ESPACE METRIQUE 19

converge vers [.

L’ensemble des valeurs d’adhérences est (.o {@n/n > k}.

Proposition 1.4.6. Soit (X, d) un espace métrique. | € X est une valeur d’adhérence de la

suite (x,)n st et seulement si Ve > 0, l'ensemble {n € N/x,, € By(l,£)} est infini.

Preuve

1. Supposons que [ est une valeur d’adhérence de la suite (x,),. Il existe alors une
suite extraite (x,(n)) qui converge vers [. Soit € > 0, il existe un entier ny tel que
n>ng = Tym) € Bo(l,€).

On a donc l'inclusion {p(n)/n > ne} C {n € N/z,, € B,(l,¢)}. Comme {¢(n)/n >
no} est infini (car ¢ est croissante par définition des suites extraites et p(n) > n),
alors {n € N/x,, € B,(l,¢)} est infini.

2. Supposons que Ve > 0, 'ensemble {n € N/x, € By(l,e)} est infini. Pour ¢ = 1,
il existe py € N tel que x,, € B,(l,1). Pour ¢ = %, il existe p;1 > po € N tel que
xp, € Bo(l, %) Par recurrence, pour ¢ =

B,(l

k%l, il existe pr, > pr—1 € N tel que z,, €

,k%l) L’application ¢ : k € N — (k) = pi. est croissante et pour tout k& € N,
Tok) € Bo(l, 7i7)}- La suite (z,())k, ainsi construite est une suite extraite de (z,),
qui converge vers [.

O

Proposition 1.4.7. Soit (X, d) un espace métrique. Soit F' une partie de X non vide. Alors
F' est fermé si et seulement si pour toute suite (r,), dans F' convergente vers x € X, on a

bien x € F.

Preuve Découle du fait que F est fermeé ssi F' = F, et de la caractérisation des points

adhérents par les suites. O
Définition 1.4.5. Soit (X, d) une espace métrique alors D est dense dans X si D = X.

Le concept de densité est tres itule en analyse. Trés souvent, conniassant des propriétés
sur une partie dense D de X on cherche a étendre ces propriétés sur X tout entier. (Voir le

théoréme de prolongment des applications continues du chap 2, entre autres).

Exemple 1.4.2. Q=R
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1.5 Normes et distances équivalentes

1.5.1 Produits scalaires et Normes

Définition 1.5.1. Produit Scalaire sur R

Soit E un espace vectoriel réeel.

On dit que (,) : EX E—=R: (x,y) — (z,y) est un produit scalaire sur E si :

1. {au+ PBv,y) = a(u,y) + B{v,y) et (x,a'u' + ') = o/ (z,u') + ' (x,v") (bilinéaire).
2. (z,y) = (y,x) (symétrique)

3. VYx € E (x,x) >0 (positive)

4. Ve eE (zv,2) =0& 2 =0 (définie, non dégénéré).

Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive

sur £ x E. Un espace vectoriel réel de dimension finie muni din produit scalaire est appelé

espace euclidien.

Tout produit scalaire permet de définir une norme.

Proposition 1.5.1. .

Considérons Uapplication ||,]] : E — R : z — ||z|| = ((x,2))2. Alors on a :
1 all = AL o]

2. || x| =0 2=0

S Ml + yll = ll2l* + 2{a, y) + |lyl]”

4. [z, )| < ||z||-|ly|| (inégalité de Cauchy-Schwarz);

5. ||z +yll < |zl + ||yl (inégalité triangulaire) ;

6. 2|x|> + 2||y||* = ||z + y||* + ||z — y||* (identité de la médiane).

Définition 1.5.2. Produit Scalaire Hermitien (sur C)

Soit E un espace vectoriel sur C.

On appelle produit scalaire hermitien sur E toute forme sesquilinéaire hermitienne définie

positive.
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Autrement dit que (,) : ExX E — R : (z,y) — (z,y) est un produit scalaire hermitien sur
E s
1. C’est une application sesquilinéaire, ¢’est-a-dire : (au + v, y) = alu,y) + B{v,y) et

(x,y) = (y,x) ot Z signifie le conjugué du nombre complezxe z.
2. Vx e E (x,x) >0 (positive)

3. VreE (z,x)=0& a2 =0 (définie).

1.5.2 Equivalences

Définition 1.5.3. Deux normes ||.||1 et ||.||2 sur un espace vectoriel E sont dites équivalentes,
s’il existe des constantes «, [ telles que al|z||y <||z||l2 < Bl|z|]2 V x € E.
Deuz distances di et dy sur un espace métriques X sont dites équivalentes, s’il existe des

constantes o, 3 telles que ady(zy) < dy(z,y) < Bdy(z,y) V(z,y) € X2

Remarque 1.5.1. Soit E un espace vectoriel normé. La propriété "||.||; et ||.||2 sont équi-
valentes” est une relation d’équivalence sur l’ensemble des normes sur E. De méme si X est
un espace métrique la relation définie sur l'ensemble des distances sur E : "dy et dy sont

équivalentes” est une relation déquivalence, on note di ~ ds.

Proposition 1.5.2. (Normes usuelles)
1. Si E =R" ou un espace vectoriel de dimension n sur R, on a les normes suivantes :
soit x = (x1,...,2,) E R oux =x161 + ...+ x06,) € E 0U (e1,...,€,) est une base

de I.
1
ol =32 il el = G2 29)2 5 l2llee = maz(lzal, .. [za])
La norme ||.||2 est dite norme euclidienne sur R™ car elle découle du produit scalaire

(x,y) = x1y1 + -+ xpyn st x = (T1,...,2,) ety = (Y1,---,Yn). Ces trois nprmes

sont équivalentes et on a :
|zl < []z]l2 < [lzlly < nfl2llo

2. Soit E = C([a,b],R) l'espace vectoriel des fonctions continues de [a,b] & valeurs dans
R. Pour f, g € E, on définit un produit scalaire
(f,g) = f; f(t)g(t)dt. On a les 3 normes
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11l = J; 1£(0)lde
| fll2 = (f; ]f(t)\zdt)% ( norme euclidienne)

|| flloo = Supa<z<v|f(t)| ( norme de la convergence uniforme).

Les normes ||.||1 et ||.||c ne sont pas équivalentes.

3. Si(Ey, Ny),...,(E., N,) sont n espaces vectoriels normés alors on a 3 normes M;,1 <

i <3 sur E=FE) x---x E, données par : pour x = (x1,...,2,) € E

My() =30, Ni(z) ;- Ma(w) = (0, Ni(w)?)7 ;
M (r) = max {Nl(asl), ce Nn(xn)}

qui sont équivalentes sur E.

Remarque 1.5.2. Plus loin on va montrer que deuz normes quelconques sur un espace

vectoriel de dimension finie sont équivalentes.

1.6 Produit fini d’espaces métriques

Proposition 1.6.1. (Distances sur l’espace produit)
Soient (E1,dy), (Ea,ds), ..., (En,, d,) des espaces metriques et E = E1 X EyX, ... x E, les-
pace produit. Alors les trois distances, données par : pour © = (x1,...,Tn), Yy = (Y1, -, Yn) €

E

=

Dy(z,y) = Z?:l di(wi,yi); Da(z,y) = (Z?:l di<xi:yi)2) ;
Doo(z,y) = max {di(z1,v1), ..., dn(Tn, yn) }

sont équivalentes sur E.

Preuve A faire 0

Définition 1.6.1. (Proposition)
Soient (F1,dy), (Ea,ds), ..., (E,,d,) des espaces metriques et alors E = Ey X FoX, ... X
E,, munit de l'une des distances équivalentes de la définition ci-dessus, est appelé ’espace

métrique produst.
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Les ensembles de la forme 0 = 61 X 05 x ...0,, ot 0; est un ouvert de F;, sont appelés
des ouverts élémentaires, de plus ils constituent un systeme fondamental d’ouverts de E =

Ei x Eyx, ... x E,

Exemple 1.6.1. .

1. On suppose que R est munit de la distance usuelle. On considére ’espace métrique
produit induit : R x R munit de l'une des trois distances équivalentes ci-dessus. Alors
] —3,5[x]1,4] et | — o0, —1[x (] — 1, 1[U]2, 3]) sont des ouverts. Mais | —3,5[x{1}, nest
pas un ouvert.

2. On suppose que Ry = R est munit de la distance usuelle et Ry = R est munit de
la distance discréte. On considére 'espace métrique produit induit : Ry X Ry mu-
nit de l'une des trois distances équivalentes ci-dessus. Alors | — 3,5[x{1} et | —

00, —1[x ({—1}U]0, 1]) sont des ouverts. Mais {—3}x|1, 4] n’est pas un ouvert.

1.7 Sous-espaces métriques

Définition 1.7.1. Soit (X, d) un espace métrique. Soit X' C X, X' #£ (), alors X' peut étre
minu d’une distance d’ telle que d'(x,y) = d(z,y) ¥V z, y € X' On dit que (X,d') est un
sous-espace métrique de (X, d). d' est appelée distance induite par d sur X.
1. Bf (z,r) ={y € X'/d'(z,y) = d(z,y) <r} = X'NB(x,r). Ainsi les boules ouvertes
de X' sont les intersections avec X' (traces) des boules ouvertes de X.

2. De méme, les ouverts de X' sont les traces des ouverts de X c-a-d 0" C X' est un

ouvert de X' si el seulement s1 0 =0 N X' ou 0 est un ouvert de X.

Exemple 1.7.1. .

1. On consideére que X = R est muni de la distance usuelle. On pose X' = [2,4[U{7}.
(a) 0, = {7} =|6,8]NX" donc 6, = {7} est un ouvert de X' bien que 0, = {7} ne soit
pas un ouvert de X = R.
(b) Oy = [2,4[=]1,4[NX" donc Oy = [2,4] est un ouvert de X' bien que Oy ne soit pas
un ouvert de X = R.
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2. On considére que X = R est muni de la distance usuelle.
On pose Z = {-2,0,3}
(a) Determiner les ouverts et les fermés de Z avec la distance induite de R

(b) On définit la distance discréte (= triviale) § sur Z. Determiner les ouverts et les

ferés de (Z,6). Comparer avec (a).

1.8 Continuité

Rappels

R est muni de la distance usuelle. f : R — R est continue en zg si Ve >0, I3n. > 0/Vz €

R (|lr - wo| < ne = |f(x) = f(z0)| <)

Définition 1.8.1. (Cas général des espaces métriques) Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces
métriques f : X — Y une application f continue en un point xqg € X si

Ve > 0,3n. > 0/Vz € X (dx(z — z9) < 9. = dy(f(z) — f(20)) <¢)

<= VBy (f(20). €), 3By (0. 1) / f (B (w0, ) € By (f (o, €)-

Théoréme 1.8.1. (de caractérisation) Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Soit
f : X — Y une application. Alors [ est continue si et seulement si f~(V) est un ouvert

de (X, dx) pour tout ouvert V de (Y, dy).

Corollaire 1.8.2. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. Soit f : X — Y une

application. Alors f est continue si et seulement si f~Y(F) est un fermé de (X, dx) pour tout

fermé F' de (Y, dy).

Exemple 1.8.1. On pose et d; distance discréte (= triviale), et d, = distance usuelle.
1. Soit f: (R,d;y) — (R,dy) : =+~ f(x) = x. Montrer que f est continue . Trouver 3
ouverts U;, 1 <i <3 de (R, d;) tels que V; = f(U;) ne soit pas un ouvert de (R, d,) ;
2. Soit g : (R,dy) = (R,dy); y+— g(y) =y. Montrer que g(V') est un ouvert de (R, d;)
pour tout ouvert V de (R,d,).

Définition 1.8.2. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques. Une application h :

X — Y est un homéomorphisme si h est une bijection telle que h et h=' soient continues.
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Proposition 1.8.3. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques.
Si f: X — Y un homéomorphisme alors V est un ouvert de Y si el seulement si h=1 (V)

est un overt de X.

Exemple 1.8.2. On note par d, la distance usuelle et par d; la discréte sur R.

1. On consideére que X =]0,1[ et Y =]1,4o00[ . Alors [ : (X,d,) — (Y,dy,) : @ — * est

un homéomorphisme d’espaces métriques.

2. On considére que X =R et Y =] — 1,1[. Alors f: (X,d,) — (Y,d,) : v — T est

un homéomorphisme d’espaces métriques.
3. Soit f:(R,dy) = (R,dy,) : x> x alors f est bijective, continue mais f~': (R,d,) —

(R, d;) : x — x, n'est pas continue. Donc f n’est pas un homéomorphisme.

Proposition 1.8.4. Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques. Soit f : X — Y une
application. Alors f est continue si et seulement si ¥ (x,) une suite de X convergente vers

r € X, ona (f(x,)), converge vers y = f(x).
Preuve 1.8.1. A faire

Exercice 1.8.1. Montrer que Uapplication f : X,d) — (Y,0) est continue si et seulement

si f(AC f(A),VAC X.

Proposition 1.8.5. Soient (F1,d;), (Es,ds), ..., (E,,d,) des espaces metriques et E = Fy X
Eyx, ... x B, l'espace metrique produil.

1. La projection d’indice i, definie pour x = (x1,...,x,) € E par p;(x) = x; est une
application continue.

2. Une application f: F — E = Ey X EyX,... X E,, (ot F est un espace métrique) qui
ax € F fait correspondre f(x) = (fi(x),..., fo(x)) est continue si, et seulement si,
pour tout 1,1 <1 < n, la fonction p; o f est continue.

3. Soit f: E=FE; X Eax,...x E, = F (ot F est un espace métrique) une application
continue. a = (ay,...,a,) € E. Les applications partielles

filt) = f(al, AR PR IS A/ TER P an) sont continues de E; dans F.

Preuve
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1. Noter que si #; est un ouvert de E; pour la distance d;, alors

p;(0;) =By x...E;i_1x0;xEiyy...xE, est un ouvert de E pour la distance produit.
2. A faire.

3. A faire.

Exemple 1.8.3. Dire si les ensembles suivants sont des ouverts ou des fermés de R®.
1. ©={(z,y,2) eR3/(x =2+ (y— 1) +22 <9 et 2 > 1}
2.0 ={(z,y,2) ER3/(x =22+ (y— 1)? + 22 <9 ou z > 1}.

Solution

1. Les applications fy : R > R:x+— (1 -2, fo: R—>R:ax— (y—1)%et f3: R—>R:
x — 2% — 9 sont continues. Puisque les projections p; : R? — R : u = (uy, uz, uz) — u;
sont continues, alors les applications fi = fiopr : R3S = R : (2,9,2) — (z — 2)?,
fo=foopy iR =>R:(2,9,2) = (y—1)% et fs= fyops : R3 = R: (2,9,2) — 229
sont continues. Enfin Uapplication f : R3 — R : (z,y,2) — fi(z,y,2) + folz,y,2) +
fa(z,y, 2) = 2—2)%+(y—1)2+22 =9 est continue ainsi f~'(]—o00,0[= O, = {(x,y, 2) €
R3/(z—2)*+(y—1)*+22—9 < 0} est un ouvert. De méme g : R®* > R:z+— 2—1 est
continue ainsi g~ (]0, +oo[= Oy = {z — 1 > 0} est un ouvert. Par suite © = O N O,

est un ouvert car étant une réunion de deuzr ouverts.

2.0 ={(x,y,2) eR3/(x —2)>+ (y —1)> + 22 <9 ou z > 1} est un ouvert car étant la

réunion de deuxr ouverts.

Définition 1.8.3. Soient (X, d) et (Y,0) deuz espaces métriques. Une application f : X —

Y est dite uniormément conlinue s1 ¥V , € > 0, 3 r. tel que Ve,y € E (d(x,y) < r. =

0(f(x), f(y) <e).

Définition 1.8.4. Soient (X, d) et (Y,0) deuz espaces métriques et k un réel positif. On dit
que f : X — Y est k-lipscitienne si ¥V z,y € X, 0(f(x), f(y)) < kd(x,y). Lorsque k < 1,

on dira que f est contractante.

Proposition 1.8.6. Une application k-lipschitienne est uniformément continue.
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Remarque 1.8.1. (f k-lipschitzienne) = (f uniformément continue) = (f continue)

Définition 1.8.5. 1. On dit que f est bilipschitzienne si c’est une bijection telle que f

et f=1 sont k-lipschitziennes.

2. On dit que [ : (X,dx) — (Y,dy) est une isométrie si pour tout x,y € X on a
dy (f(z), f(y)) = dx(z,y). (Une isométrie est toujours injective. Si de plus, elle est

surjective, alors elle est bilipschitzienne avec rapport 1 dans les deuz sens.)

Exemple 1.8.4. St F' est un espace vectoriel normé de dimension finie n, alors on a une
isomirie bijective ¢ : (F, ||||§£)) — (R™, ||||9§n)) rx =% e =y = (A, \) o

{e;,1 <i<n) est une base de F, car ||o(z)||5) = [|z]|$"

Théoréme 1.8.7. Soient (E, Ny) et (F, Ny) deuz espaces vectoriels normés, et f : E — F

une application lineaire. Les propriélés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur F ;

2.3c¢>0/YVazeE, No(f(x)) <cNy(z).

Preuve

— 1) = 2) Supposons f est continue sur E, alors f est continue en 0, par suite pour
e =1, il existe r > 0 tel que Ny(z) <r = No(f(2)) <1 car f(0) =0.
Soit € E,x # 0, ( quelconque). On pose y = @y alors Ni(y) = § < r; donc, par
la continuité en 0, on a No(f(y)) < 1. Maintenant de y = 3N (7 On tire par linéarité
que f(x) = w Par suite No(f(z)) < w Comme cette inégalité marche
aussi pour x = 0, alors on peut prendre ¢ = %

— 2) = 1) Soit z,y € E, alors Nao(f(x) — f(y)) = Na(f(x —y)) < e¢Ny(z —y). Donc f
est c-lipschitzienne, par suite f est continue.

O

Exercice 1.8.2. (Important a connaitre) Soient (E, Ny) et (F, Ny) deuz espaces vectoriels
normés, et f : E —> F une application lineaire. Montrer que les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. La fonction f est continue sur E.
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2. La fonction f est continue en 0 € E.

3. La fonction f est bornée sur la boule unité fermée de E.
Solution : Utiliser le résultat précédent. O

Théoréme 1.8.8. Si (E,||.||) est un espace vectoriel normé, alors, les applications (opéra-

tions de base)

S: ExXxXE—FE: (z,y) —x+y
P:KxFE-—F: (\z)— Az

sont continues pour cette norme.

Preuve

1. La continuité de S découle de : ||(z + y) — (xo + yo)|| = [[(x — z0) + (y — yo)|| <
[ = ol | + 1y — woll.

2. La continuité de P découle de : [[Az — Xoxo)|| < |A — Nol.||z — zol| + [No|- ||z — zo|| +
[zol[-[A = Al

Convexité dans les espaces vectoriels

Soit (E,]|.||), un espace vectoriel normé. Soit W C E, on dit que W est convexe si
Vu,v € W, le segment de droite [u,v] = {w =tv+(1-t)v/0 <t <1} = {w = aw+pv/a, 5 >
0,a + 3 = 1} est dans W. Pour des exemples classiques de convexité dans R et R? voir le
cours de LIMPI. Noter que 'application Px S : Kx EXE — E: (A, z,y) — Az+(1—-N)y

est continue.

Exercice 1.8.3. Montrer que dans un evn (espace vectoriel normé) (E,||.||), toute boule

ouverte est homéomorphe a E.

Solution Comme u : By(a,r) — B,(0,1) :  + =% est un homéomorphisme (car
les opérations de base dans un evn sont continues : voir ci dessus) , il suffit de considérer

I'application f(z) = —%— de E dans B,(O, 1) et sa réciproque, f~'(y) = et de vérifier

y
1+ || 1=|lyll”

que c’est un homéomorphisme.
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Projection stéréographique

Cas particulier : Paramétrage du cercle
) L . P S S S, : .
Dans R?, on considére le repére orthonormé (O, i, j ) ou ¢ est I'axe vertical. Un point
est de coordonnées (xg,z1). Le point N = (1,0) est appelé pole nord et le point S = (0,1)

est appelé pole sud.

Figure

%

On considére le cercle unité S' = {(xg,z;) /22 + 2% = 1}. On pose a = (i ,O7>’) ot P
est sur le cercle et xy = cosa, 1 =sina, « €]0,27]|. En posant ¢ = cot% pour « €]0, 27|,
?—1 . 2t
—— et = ——
2+1 241
N = (1,0). Alors, considérons I’application :
Py :R—= S'\{N}:t+ (zg,21), avec zg=

on a xrg = qui paramétrent tous les points du cercle sauf le pole nord

-1 . 2t
—— et = ——
241 T

et sa réciproque Pyl : S'\ {N} = R : (zg,21) > t = L. Alors Py est bicontinue et

donc est un homéomorphisme.

Géomeétriquement, la droite NP coupe Paxe (O, j ) au point @ = (0,¢). Raison pour

laquelle on parle de projection stéréographque du cercle sur la droite suivant le pole nord.
Conclusion : on dit que si on enléve un point d’un cercle, on peut I'étirer pour le

confondre avec une droite en conservant ses propriétés topologiques.

Cas général :
n+1
Soit 8" = {(xg, ..., xn) € R”“/Z x? = 1}, la sphére unité de R+
i=1
Le point N = (1,...,0) est appelé pole nord et le point S = (0,...,1) est appelé pole

sud.
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On note B = py(A) la projection stéréographique de A € 8™ suivant le pole nord.

Figure

Si A= (xg,...,7,) €S" et B=pn(A) = (y1,...,yn) € R"alors y; = %5 pour 1 <i < n.

On voit facilement que py est continue.

Pour la réciproque : comme > x? = 1 alors, en utilisant la norme euclidienne, on a
1—z2 N . . .
IB|? = Y y? = Ty = ifﬁg d’ott 'on tire xg, puis zy, ..., z, en fonction de ||B]|, avec
_ IBIP=t . 2y
S T R VI EEER

Ainsi Py est bijective et Pjgl est bein continue, par suite Py est un homéomorphisme :

S"™\{N} ~ R".

Exercice 1.8.4. Montrer que l’espace métrique S' = {(x,y)/x* + y* = 1} avec la métrique
induite par l'inclusion dans R? n’est homéomorphe a aucun interval (segment) de R (utiliser

une projection stéréographiquee).

Définition 1.8.6. (Proposition) Soient (E, Ny) et (F, Ny) deuz espaces vectoriels normés.
On désigne L.(E,F), l’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F.
Pour f € L.(E, F), on pose ||f|| = sup, z “2E0 ;

||.]| est une norme sur L.(E, F). On dit que c¢’est une norme subordonnée. On a aussi

L |[f]l = supp, (my<1 No(f (7)) = supy, =1 Na(f(2))
=min{c > 0: No(f(x)) < cNy(z);Ve € E}

2. Soit (G, N3) un espace vectoriel normé. Si f € L.(E,F) et g € L.(F,G), alors h =
gof € Le(E, G) et [|gof[| < [lgl|-[| ]I

Définition 1.8.7. (Proposition)(version matricielle) K = R ou C.
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(o) On dit que Uapplication |||.||| : M,(K) — R est une norme matricielle si :

— - c’est norme sur 'espace vectoriel M,,(K)

— - VA, B eM,(K), [[[AB[|| < [[[AlllIIBII].

(B) Soit ||.|| une norme sur K™. La norme sur M,,(K) subordonneée & cette norme est
donnée par |||Al|| = supy .4 %. Cette norme est une norme matricielle.

(v) On donne ci-dessous les 3 normes uselles suivantes sur K™ et les normes matricielles
associées : V = (Vi,...,V,), A= (aij)i<ij<n
LAVIR = 20 Vil (Al = mas; (325 Jai)
2. |IVlloo = max; [Vil, [[[A[[] =co= max;(3 i |as])
3. IVIlle = (i, [ViP)2, 1l Alllz = /p(AA7) = /p(A7A) = ||| A ||2-

p(B) = maxi<i<n || est le rayon spectrale de la matrice B, les \; sont les valeurs

propres de la matrice B et A* = 5 est le trans-conjugué de A si A est complexe

et la transposée de A (A =t,) si A est réel.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX ESPACES METRIQUES



Chapitre 2

Complétude et espaces métriques

2.1 Généralités sur les espaces complets

Définition 2.1.1. On considére que R est muni de la distance usuelle.
Deuz suites réelles, (Uy,), et (V,)n sont dites adjascentes si l'une est croissante, l'autre
décroissante et que leur différence tend vers zéro. Précisément (Up)n /, (Va)n N\ €t (U, —

Vo) — 0.

Proposition 2.1.1. On considére que R est muni de la distance usuelle. Deux suites réelles,

adjascentes convergent vers la méme limite.

preuve : (U,), “et (V,), \ alors (V,,—U,), N\ orlimV,—U, = 0doncinf{V,—U,,n €
N} >0douV,—-U, >0Vn <V, > U, ¥Yn et comme (U,), /' et majorée par Vj et
(Vi)n \ et minorée par Uy donc (U,),, et (V},), convergent. Comme lim (Vn — Un) = 0 alors

limU, =1limV,
0

Définition 2.1.2. Soit (X,d) un espace métrique. Une suite (Uy,), dans X est de Cauchy si
Ve>0,3INeN,¥p,ge N (p>N,q> N = d(U,,U,) <¢)

Théoréme 2.1.2. Soit (X,d) un espace métrique. Une suite dans X qui converge vers une

limite | € X est de cauchy.

Preuve

33
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Supposons que (U,), converge vers [
Soit ¢ > 0 alors AN/ Vn > N, d(U,,l) < § d’ott pour p > N et ¢ > N on a d(U,,U,) <
d(Up, 1) +d(Ug, 1) < § + 5 = € d’ott le résultat. O

Remarque 2.1.1. — La réciproque de ce résultat est fauz car on sait que dans Q il y’a
des suites de Cauchy qui ne convergent pas. Par exemple ddprés la densité de Q dans
R, il existe z, € @ﬂ]\/? — :%n’ VT + 3%[, on peut facile vérifier que (z,) est de Cauchy
et ne converge pas dans Q.

— FEn LIMPI, la notion de "complet” est défini sur les corps commutatifs totalement
ordonnée par ’existence de la "borne supérieure”. Mais cette facon de définir la notion
de "complet” ne peut se généraliser a des ensembles non totalement ordonnés.

— Dans ce qui suit, on définit la notion de "complet” par la convergence des suites de

Cauchy.

Définition 2.1.3. Soit (X,d) un espace métrique. On dit X est complet si toute suite de

Cauchy converge.

Vocabulaire
un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.
un espace préhilbertien complet est appelé espace de Hilbert.

Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

Théoréme 2.1.3. On considére que R est muni de la distance usuelle. Alors R est un espace

métrique complet.

Preuve :
Supposons que (U,), est de Cauchy. nous allons d’abord montrer que (U,),, est bornée
puis construire deux suites adjascentes (V},), et (W,,), telles que V,, < U, < W,,.

- (Up)n est majorée ?

Pour ¢ = 1 3INy/p,q > Ny = |U, — U,| <1 = ||U,| — |U,|| < 1 et donc en particulier
NUpl = [Unoll <1 & [[Un| = 1] < |Up] < 1+ |Uxy]
d’ou Vp > Ny |U,| < 1+ |Un,| ainsi ( comme déja vu dans une preuve précédente) on a :

\Up| > max{|Up|, |U1], .......... AU |, 14 [Un,|} done (U,,),, est bornée.
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- Suites adjascentes Comme (U, ), est bornée dans R alors toute partie de {U,,n € N}

est bornée dans R donc pour tout n, infr>,{Un} et supm>n{Un} existe. On pose V,, =
infrsn{Un} et W, = supm>n{Un}. Alors il est facile de voir que V,, < U,, < W, et (V,,),
et (Wo)n \v-

Soit € > 0 alors AN’/ Vm >n > N' U, —Up| < 5 & U, — 5 < Uy < U, + 3,

ainsi Uy, — § < i frzsn{Un} < supmzn{Un} < Up + 5.

DoulU, -5 <V, <W,<U, +%

0<W, =V, <(Un+5)— (U, —5) < E<e.

D'otona0<W,—V, <e;cequi veut dire que lim W,, — V,, = 0.

Par suite (W,,) et (V) sont adjascentes donc convergent vers la méme limite /. Comme

Vo, < U, <W,, Vn, alors (U,),, converge vers . O

Théoréme 2.1.4. Soit £ = R" ou C muni de l'une des distances usuelles.

1. Soit L = (01,05, ...,0,) € R" et X, = (X1, ..., Xpr) € R,
alors lim X, =L<< lim X;. =/, pour1<i<n
r—400 r—+00

2. Soitl =a+1ib et X, =U, +iV, avec U,,V, € R,

alors lim X, =/ dans C si, et seulement si lim U, =a et lim V, =0b dans R
r—-+00 r—-+00 r—-+00

3. Soit X, = (X1, Xop, ooy X)), alors (X,.), est de Cauchy dans R™ si, et seulement si
(Xir) est de Cauchy dans R pour 1 <i<n

4. Soit X, = U, +1iV,, alors (X,), est de Cauchy dans C si, et seulement si (U,) et (V;)
sont de Cauchy dans R.

Preuve : a faire. 0

Théoréme 2.1.5. Soit £ = R" ou C muni de l'une des distances usuelles, alors E est

complet.
Preuve Découle du théoréme précédent et des suites de Cauchy dans R. 0J

Théoréme 2.1.6. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, muni de ['une des

normes usuelles, alors complet.
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Nota bene :
Dans la section sur la compacité, on va montrer que sur un espace vectoriel normé de
dimension finie, toutes les normes sont équivalentes; donc un espace vectoriel normé de di-

mension finie est £ complet.

Preuve Soit E est un espace vectoriel normé de dimension finie n de base B = (ey, ..., €,).

Soit ¢ I'isomorphisme linéaire

o (B Z) — ®%HIK)

n
inei — (X1, ..., 20)
i=1

alors ||p(2)||% = ||z||Z, Vo € E. Par suite 'image d’une suite de Cauchy de E par ¢ est

une suite de Cauchy de R” et 'image d’une suite convergente dans R" par ¢! est une suite
convergente dans F. Ansi E est complet pour cette norme car R" est complet.

O

Caractérisation des fermés et théoréme de Cantor généralisé (généralisation du thpréme

des intervalles emboités de R) sur dans les espaces métriques complets.

Théoréme 2.1.7. On considére que (E,d) est un espace mirique. Alors (E,d) est complet

st et seulement si pour toute suite Si,Sa, ..., Sy, ... des fermés non vides de E telles que :

o0
S1 D8 D85..D08 D ... et liin diam(S,) = 0, alors l'intersection I = ﬂ S, contient
r—-+00
r=1

un seul point X de E.

Proposition 2.1.8. Soit (E,d) un espace métrique et F' C E.
1. Si le sous-espace métrique (F,d) est complet, alors F' est un ferme de E.

2. Si E est complet et si F' est fermé dans E, alors F' est complet.

Preuve

1. Soit (x,), une suite d’éléments de F' qui converge dans E. La suite (x,), est donc de
Cauchy dans F, donc aussi dans F. Comme F' est complet, alors (z,,), converge vers

un élément de F. Ainsi F' est un fermé de E.
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2. Soit (z,), une suite de Cauchy dans (F,d). Elle est de Cauchy dans (E,d) qui est
complet, donc elle converge dans E. Mais F est, fermé dans E, alors la limite de (z,,),

est dans F. Par suite (F,d) est complet

Exemple 2.1.1. .

1. Le sous espace métrique [a,b] est complet munit de la topologie induite de R.

2. La suite (\/Lﬁ)n est de Cauchy dans |0, 1] mais n’y converge pas, donc, |0, 1] n'est complet

muni de la distance induite par la distance usuelle de R.

Proposition 2.1.9. Soient d; et dy deux distances équivalentes sur E. Alors (E,dy) est

complet si et seulement si (E,dy) est complet.

Preuve : simple

Théoréme 2.1.10. On considére f: (E;d) — (F;0).

1. La fonction f est uniformément continue si et seulement si pour toutes suites (T )n; (Yn)n

de E telles que d(x,;yn,) tend vers 0, (5(f(xn); f(yn)) tend wvers 0.

2. Si f est uniformément continue, limage par f d’une suite de Cauchy est une suite de

Cauchy.
Preuve A faire U

Remarque 2.1.2. Les suites de Cauchy (et donc la complétude) n’est pas préservée par

homéomorphisme. Par exemple : 'application x > %m est un homéomorphisme de R sur

] = 1,1[. Or]—1,1] n'est pas complet car (=1 + +),, est de Cauchy dans ] —1,1[ mais n'y
converge pas. De plus la suite donnée par x, = n, n’est pas de Cauchy dans R mais, a pour

_n_

image la suite donné par -

=1- %, qui est de Cauchy dans | — 1,1].

Corollaire 2.1.11. Soit (E;d) un espace complet et f : (E;d) — (F;0) un homéomorphisme

tel que f~1 est uniformément continue. Alors F est complet.
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Définition 2.1.4. (equivalence-topologique de deux distances) Soient (X,dx) et (Y, dy)
deux espaces métriques avec X C Y. On dit que dx et dy sont topologiquement-équivalents
st Uapplication identité id : X — Y est un homéomorphisme c’est-a-dire U est un ouvert
de (X,dx) si et seulement si U est un ouvert de (Y, dy).

De facon similaire, on définit des normes toplogiquement équivalentes.

Définition 2.1.5. (Equivalence-uniforme de deux distances) On dit que deux distances
dy et dy sur E sont uniformément équivalentes si l'identité id : (E;dl) — (E;d2), est

uniformément bicontinu (= id et id~' son uniformément continues).

De facon similaire, on définit des normes uniformément équivalente.

Corollaire 2.1.12. Si (E.d;) et (E,dy) sont uniformément équivalentes, alors (E,dy) est

complet si et seulement si (E,dy) est complet.

Proposition 2.1.13. Soient N; et Ny deuz normes topologiquement équivalentes sur un es-
pace vectoriel normé (evn) E. Alors, elles sont équivalentes et donc uniformément-équivalentes

QUSSt.

Preuve Comme N; et Ny sont toplogiquement équivalentes, par continuité en 0 de

I'application identité de (E, N;) dans (E, Ns) il existe n > 0 tel que si Ny(z) < n alors

Ny(z) < 1. Soit x € E,x # 0, on pose y = g'le(a;)’ alors, Ni(y) <n, d’oti, No(y) < 1. Ainsi,
Ny(z) < %Nl(x). En travaillant avec l'identité réciproque, on a Ny(z) < %NQ(I). Par suite

Ni et Ny sont équivalentes.

Proposition 2.1.14. Soient (E;, d;), 1 < i < n, des espaces mélriques. L’espace métrique
produit E = FE1 X Fy x ... X E, est complet si et seulement si pour tout i, l’espace (E;,d;)

est complet.
Preuve : C’est une génralisation de la complétude de R™, vu ci-dessus. O

Théoréme 2.1.15. (Théoréme de Picard ou Théoréme du point fixe)
Soit (X;d) un espace métrique complet. Si Uapplication f: X — X est une application

contractante, c’est-a-dire 3 0 < k < 1/Va,y € X;d(f(y), f(z)) < kd(y,z) alors elle admet

un unique point x € X wvérifiant f(x) = x appellé point fize. De plus, toute suite récurrente
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donnée par x,1 = f(r,) et xg € X converge géométriquement vers x, c’est-a-dire : ¥n €

N, d(z,z,) < d(x,z)k".

O
Dans l’exercice qui suit on donne un espace munit de deux distances topologiement-

équivalentes mais non équivalentes.

Exercice 2.1.1. Soit E = C,([—1,1],R) [espace des fonctions continues de [—1,+1] dans
1/2
R. Pour ¢ € E, on pose ||o|l; = [T |¢(t)|dt et ||¢||2 = (f_*f \¢(t)|2dt) .

1. Montrer que (E,||.||1) est un espace normé.

2. Pourn € N, on définit ¢ € E, par
0, st —1<z<0

On(z) =4 nx, si 0<z<

(a) Montrer que si (¢n)n converge vers ¢ dans (E,||.]|1), alors ¢(z) =0, siz <0 et
o(z) =1, sixz>0.

(b) Déduire de la question précédente que (E,||.||1), n'est pas un espace de Banach.
3. Montrer que (E,||.||1) est préhilbertien mais n’est pas un espace de Hilbert.
Solution

1. Montrons que (E,||.||1) est un espace normé. On a ||¢||; = fjll |p(t)|dt. Donc d’apres
+1 +1

F(B)]dt > 0, [laf|l, = / af(t)]dt =

les proprités des intégrales, on a || f||; = /
-1

-1

+1
/ |- [fO)ldt = [al|[f]]1, et [Lf + gl < [IFll + llgll1 (inégalité triangulaire).
1

Montrons que ||f|[; = 0 = f = 0. Par contraposé : supposons f # 0, alors il existe

xo € [—1,1] tel que f(zo) # 0, ainsi comme [ est continue, il existe a < b dans [—1, 1]

tel que |f| > M_ Alors ||f]]: > |f(;0)’(6_@)-

2
2. Pour n € N, on définit ¢ € F, par
0, si —1<z<0
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(a) Supposons que (@), converge vers @.

0 ) 0
—ona [ |lo@) |dt:/ (6n(t) — B(0)|dt, car 6, — 0 sur [1,0].
-1
0
O n )|d n )| dt = ||on D )|d
[ 16u0)-ot@lat < [ 16a0) =00t = 6, ol Done, [ 0 <

|| — @|]1- Mais ||¢n — &|]1 —nst00 0. Par suite ||¢( )||dt =0, donc ¢ =0
sur [—1,0] car ¢ est continue sur [—1,1], puis que par hypothése, ¢ € E =
Co([—1,1],R), I'espace des fonctions continues.

— Soit € > 0, pour tout n tel que - L ¢ ona

/r¢ it = [ 16200 = o0t car 6, = 1,sur (512 [ 1]
Or/ 6 (t) ydt</ (6 (E)— ()|t = | dn—0|l1. Donc/ () —1|dt <

||on, — &]]1. Mais ||¢n, — &|]1 —n—t0o 0. Par suite / lp(t) — 1]dt = 0, donc
€

¢ —1 = 0 sur [g, 1] car ¢ est continue sur [—1,1], puis que par hypothése,

¢ € E=C,([—1,1],R), 'espace des fonctions continues.

En faisant tendre € vers 0, on obtient ¢ = 1 sur ]0, 1.

(b) Montrons que (£, ||.||1), n’est pas un espace de Banach. Comme ’espace est normé,

il reste a montrer qu’il n’est pas complet. Prenons la suite précédente, on a : pour
(

0 si —1<z<0
(m—n)z si 0<z<=E
m>n7¢n_¢m: .
1—nx si L<ep<d
m n
| 0 si L<r<1
n

3=
=

Donc/! — it = /|¢n—¢m|dt+/0 60 = duldt + [ fon = ouldt +

m

+(1 1) n(l 1)+0< 3 -
o) (=== — carm > n.
2m?2  ‘n m’ 2'n? m? —2n’

/ | — G|dt = 0+ (M —n)—
3 . , .

Donc ||¢n, — ém|li < —. Ansi (¢,), est de Cauchy. Mais, d’aprés la question
2n’

précdente sl converge vers ¢ alors ¢ ¢ E, car ¢ n’est pas continue en 0, ce qui

absurde. Par suite (E, ||.||1) n’est pas complet, donc n’est pas un espace de Banach.

3. Montrer que (E,||.||1) est préhilbertien mais n’est pas un espace de Hilbert en s’ins-

pirant de la démarche précédente
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2.2 Prolongement des applications contininues

Dans cette section, nous allons voir dans quelle conditions une application peut se pro-

longer par continuité. Nous préenterons le théoréme qui a de nombreuses applications.

Proposition 2.2.1. Soit f: (E,d) — (F,d) continue et surjective. Soit A une partie dense
de (E,d). Alors f(A) est dense dans (F,0).

Preuve Simple. [

Théoréme 2.2.2. (fondamental). Soit f,g: (E,d) — (F;0) continues. Si f = g sur une

partie dense A de E alors f = g sur E.

Théoréme 2.2.3. (Prolongement des applications uniformément continues). Soient
(E,d) un espace métrique, A C E une partie dense dans E, (F,0) un espace métrique complet.
Soit une application f: (A,da) — (F,0) uniformément continue. Alors, il existe une unique

application f : (E,d) — (F,68) uniformément continue telle que f/A = f.

Preuve

Existence. Soit x € E. Par densité de A, il existe une suite (x,), de A convergeant vers x
dans FE. La suite (x,) est de Cauchy dans A. Comme f est uniformément continue, alors la
suite (f(xn))n est de Cauchy dans F. Comme F est complet elle converge, on appelle f(z)
sa limite. La limite ne dépend pas du choix de la suite (z,), car si (y,), est un autre suite
de A convergeante vers x, alors d(z,;y,) tend vers 0 donc d(f(x,); f(y,)) tend vers 0 d’aprés
le théooréme préecédent. En particulier f = f sur A. Montrons que f est uniformément
continue. Soit £ > 0. Comme f est uniformément continue, n > 0 tel que Vz,y € A, d(x,y) <
n=6(f(z), f(y)) < 5. Soit z,y € K tel que d(x,y) <n/3.

Par définition de f et par densité de A, il existe 2/,y € A avec d(z,2') < n/3 et d(y,y') <

/3, tels que 6(F(z), £(x")) < 5 et 5(F(y). S(4) < .
Comme d(a',y') < d(z',x) +d(z,y) +d(y,y’) < n, par suite 6(f(z'), f(v')) < 5.

Par suite 6(f (), f(y)) < 0(f(x), f(2") +0(f ("), f(y) +0(f(¥), [(y) <e.

Il reste a voir l'unicité : si g continue prolonge f sur E, elle coincide avec f sur une partie

dense, donc lui est égale sur E.
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O

Corollaire 2.2.4. Soient (E,d) un espace normé, D un sous-espace dense dans E et F' un
espace de Banach (=evn complet). Alors, toute application lineaire continue f : D — F se

prolonge de maniére unique en une application lineaire continue . f : B — F.

Preuve Montrons d’abord que f est uniformément continue. Soit z,y € FE, posons
d(z,y) = ||z — y||. Soit € > 0, comme f est continue en 0, il existe n > 0 tel que Vz,y € D
(llz —yll <n = ||f(x —y)|| < e, alors par linéairit’’e, on a Ve > 0, In > 0/Vx,y € D
(le =yl <n=||f(x) — f(y)|| <e.Done, f est uniformément continue.

Le théoréme précédent assure 'existence d’un prolongement f de f uniformement conti-
nue. Montrons que f est lineaire.

Soient x et y deux elements de F, et soient a et § deux scalaires. Il existe deux suites

(Zn)n et (Yn)n dans D qui convergent respectivement vers z et y. Alors

Théoréme 2.2.5. (Théoréme de Baire). Soit E un espace métrique complet.

1. Toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans E est dense dans E. Autrement

dit, si (On)n est une suite d’ouverts de E telle que O,, = E pour tout n, alors (), O, =
E.

2. Toute reunion dénombrable de fermés de E dintérieur vide est d’intérieur vide.



Chapitre 3

Compacité et Espaces métriques

L’utilité de la notion de compacité vient du fait qu’elle permet en général, de ramener
des problémes de complexité apparemment infinie a 1’étude d’un nombre fini de cas (< de
tout recouvrement d’ouverts on peut extraire un recouvrement fini).

Le terme de compacité évoque la notion d’étroitesse. Ainsi dans un espace topologique
compact, il n’est pas possible de mettre une infinité de points sans qu’ils s’accumulent quelque

part (< lexistence des valeurs d’adhérences dans les espaces mfriques).

3.1 Généralités

Définition 3.1.1. Soit H une famille d’ouverts d’un espace métrique (X, d) et S une partie

de X. On dit que H recouvre S st S C UgeyH

Exemple 3.1.1. On considére que R est muni de la distance usuelle.
— Sy = [0,1] est couvert par la famille d’ouverts Hy = {Jz — £, 2 + £[,0 < x < 1} mais
aussi par la famille Hy = {] — 3, 2[U]5, 1+ L[, n > 2}
— So={1,2,....,n,n+1,...} est couvert par la famille d’ouverts Hy = {]n—%,n—i—%[,n >
1} mais aussi par la famille Hy = {J]n — 1L,n+ 1[,n > 1}
— S3 =0, 1] est couvert par Hz = {]0,z2[,0 < x < 1} mais aussi par la famille Hy =
41— 1[n>2)

— Sy = {%,n = N*} est couvert par Hy = {| 1 L1[771 > 1}

1y 1
nt3’ n—3

43
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Définition 3.1.2. Un espace métrique (E,d) est dit compacte si de tout recouvrement de E
par des ouverts, on peut extraire un recouvrement fini c-a-d si E = U;crU; ot est un ouvert,

alors il existe Uy, ..., U, tel que E = U ,U;.
Voir cours LIMPI
Exemple 3.1.2. R" = U,,>] — 00, n[, n'est pas compacte.

Définition 3.1.3. Une partie A d’un espace métrique (X,d) est dit compacte si (A, da) est

compacte en tant que sous espace métrique .
Exemple 3.1.3. [a,b[= Uysn,la, b — X[ avec ng > E(3X) + 1, n'est pas compacte.
Dans ce qui suit, on revisite les compactes de R™ muni de 'une des distances usuelles.

Théoréme 3.1.1. Heine-Borel On considere que R muni de la distance usuelle. Soit S une

partie non vide, fermée et bornée de R, alors S est compacte.

Preuve : Soit H un recouvrement de S . S est bornée dans R donc sup S et inf S existent.
Posons a = sup S et = inf S. Comme S est fermée alors «, 5 € S. On définit : S, = SN[a, ]
pour tout x > a et F' = {x/a <z < fetS, admet un sous recouvrement fini H, C H}

Comme Sg = S, pour démontrer le théoréme, il suffit de démontrer que 8 € F.

Comme « € S, alors S, = {a}. Mais a € S donc il existe H, € H tel que o € H, (car
S C UgenH). Ainsi o € F par suite F # ().

Comme F # () et majoré par 3 alors F' admet une borne supérieure . Soit v = sup F’

Montrons que v = . Comme v < § il suffit de montrer que v <  est impossible. Pour

cela , nous allons étudier deux cas : (y < fetye S)et (y<fety¢gS9).

ler cas:

Supposons v < S ety ¢ S

v ¢ S et S fermé ce qui implique que v ¢ S = S donc il existe £ > 0/ 5 < B tel
que |y —e,7y+eNS=0etona e =SNa,v+5=5SN(e,y—35lUSN[y—357+3l
=S5, Ul

donc S,4: = S,_¢. Par définition de v, S,_: admet un recouvrement fini donc S, <
admet un recouvrement fini et comme v + 5 < 8 alors v+ 5 € I’ ce qui contredit le fait que

v est la borne supérieure de F.
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2éme cas : Supposons ¥ < B et vy € S .y € S alors il existe H, € H tel que v € H,
mais H, est un ouvert donc, il existe ¢ > 0 et§ < 8 — v tel que y €]y — ¢,y +¢[C H,. Par
définition de v, on a S,_= admet un recouvrement fini {H,Hs,...,H,} CH.

OnasS, :=S5N[a,y— 3]

Syeg =8N,y +351=50(lo,y—5JUly—5,7+5])

=SN(la,y=5hDusSny—357+3)
=5 USN[y—5v+5 € (UL H) UH,

Donc a < v+ 5 < (et 5,4z admet un recouvrement fini de H ainsi v+ 5 € F' ce qui
contredit le fait que v est une borne supérieure.

On vient de démontrer avec ces deux cas que nécessairement v = J et v € S car § € S.
Ainsi, il existe Hg € H tel que 8 € Hg et comme Hp est ouvert, il existe ¢ > 0 tel que 5 €
|8—¢, B+¢[C Hp. Par définition de F', Sg_= admet un recouvrement fini { 1, Hy, ..., H, } C H.

Spre = SN[, B+ 5]

=SN[a,B-5lUuSN[B—5,6+ 5] € (UL Hj)U Hg. Donc Sz admet un recouvrement

fini . Mais Sz = S d’ou le résultat. La preuve est complete. O

Exemple 3.1.4. On suppose que R est muni de la distance usuelle.

1. 5y = [0,1] est un compact cowvert par la famille d’owverts Hy = {Jv — 1,2+ £[,0 <
x < 1}, pour extraire une famille finie, il suffit de prendre xy = % 0< k<9 alors

[0,1] € Visolis — 5 16 + 31

2. Sy ={1,2,....,n,n+1,...} est couvert par la famille d’ouverts Ho = {]n—%,n—i—}l[,n >
1}. Comme chaque intervalle contient un seul entier et que les intervalles sont deux
a deux disjoints, on ne peut extraire une famille finie de Ha qui recouvre Sy. Ainsi
Sy n'est pas compact. Autre exemple, comme {n} est un overt de Sy pour la distance

induite, alors Sy = |J,,»1{n} est un recouvrement d’ouverts de Sy et on ne peut extraire

un recovvrement fini.

Proposition 3.1.2. Soit S une partie non vide de R muni de la distance usuelle. Si S est

non bornée ou non fermée dans R alors S n’est pas compacte.

Preuve :
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ler cas : Supposons S non bornée (pour fixer les idées supposons S non majoré). On a
S C Up>1] — 0o, n et on ne peut extraire un recouvrement fini car | — oo, n[C] — oo, n+ 1] et
VYn > 1,3z, >n/x, € S.

2eme cas Supposons S bornée et non fermé. Donc S # S = 3x, € S\ S mais alors g
est un point d’accumulation.

Soit o un minorant de S et 5 un majorant de S, avec a, 8 ¢ S alors S Cla, x[U]xy, 5.

Soit ng tel que a < xo—% <z < 3:04—711—0 < B par exemple ng > maz{E(#),E( 1 )}+

B—xo To—«
1
On a S Cla, zo[U]zo, B]= (Unzno)at, o — £[) U (UpznolZo + £, B[) et on ne peut exraire un
recouvrement fini. En effet on a Ja,z, — +[Cla, 2, — 5[ et [z, + o, B[C]z, + 747, Bl et de
plus Ja,z, — [Nz, + =, 8(= 0 Vn,m > 0, ainsi si on extrait un recouvrement fini il va

exister n; et ngy tel que :

S Q (Unognznl}a, Lo — l[) U (UnOSnan]xo + %7 6[)

n

Ponsons ng = maz{ny,ns} alors S C (Upg<pzng |t o — =[) U (Ung<nzng)@o + =, 8]) =

o, 7, — LUz, + nis,ﬁ[ ce qui est impossible car |z, — nis,xo + n—lg[ contient une infinité

n3

déléments de S puisque z( est un point d’accumulation.

Théoréme 3.1.3. Théoreme de Heine-Borel généralisé sur £ = R"

Soit S un fermé borné de E = R™ muni de l'une des distances usuelles, alors S est un

compact.

Proposition 3.1.4. Soit S une partie non vide de R™ muni de l'une des distances usuelles.

Si S est non bornée ou non fermée dans R™ alors S n’est pas compacte.
Preuve : S’inspirer du cas précédent.

Théoréme 3.1.5. Soit X un espace mérique. Alors X est compact si et seulement si pour
toute famille (F})icr, de fermés de X dont l'intersection est vide, on peut en extraire un

nombre fini dont 'intersection est vide.

Preuve A faire
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Proposition 3.1.6. Soient (X,d) et (Y,0) deuzr espaces métriques. Si f : X — Y continue

entre deux espaces métriques, alors l'image par f d’un compact de X est un compact de Y.

Preuve Soit A un compact de E et (V;);e; un recouvrement d’ouverts de f(A); f(A) =
UserVi alors A C Uier f~1(V;). Comme A est compact, on peut extraire un recouvrement fini

A C Ui, f7HV;,). Par suite f(A) C U<, Vi,- Ainsi f(A) est compact. O

Lemme 3.1.7. Soit B = (e1,...,e,) une base de l'espace vectoriel E de dimension finie
et soit d l'une des distances usuelles dy, dy et ds, associées a cette base. Soit N une norme

quelconque sur E. Alors N est continue pour la distance d.

Preuve Comme les trois normes sont équivalentes sur un espace vectoriel de dimension
finie, alors il suffit de traiter le cas d. Pour z = z1e1+- - -+ x,e,, ona N(zx) = N(O_ xie;) <
Som |z N(e;) < k.max;(Ja;) = k.||z||e dans R ou k = N(ey) + -+ + N(e,). Ainsi N est
continue en 0. En utilisant |[N(a) — N(z)| < N(z—a). On peut en déduire que N est continue
en tout point de F. O

Théoréme 3.1.8. Soit E/ un espace vectoriel réel de dimension finie. Toutes les normes sur

E sont équivalentes.

Remarque 3.1.1. Ce théoreme justifie pourquoi sur un espace vectoriel de dimension finie

sur R, on utilise indifféremment 'une des trois normes usuelles seulement.

Proposition 3.1.9. On note L(E,F) (resp. L.(E, F)) lespace wvectoriel des applications
linéaires (resp. linéaires continues) de E dans F.

Si E est de dimension finie, alors L(E,F) = L.(E, F).

Preuve Comme L(E, F) D L.(E, F). Montrons que L(E, F) C L.(E, F). D’aprés I'exer-
cice 1.8.2, il suffit de démontrer qu’application linéaire sur une espace vectoriel de dimension
finie E/ est bornée sur la boule fermée unitée.

Comme toute les normes sont équivalentes si F est de dimensions finie, travaillons avec la
norme HH&?) Soit ||.]|*) une norme sur F (attention, on ne sait pas si les normes de F sont
équivalentes). Soit B = (ey, ea, ..., e,) une base de E, alors Bf(0,1) = {> 7, Aex/| M| < 1}

est la boulle unité pour la norme |[.||E. Soit x = Y 7_, Awexr € B#(0,1), alors ||f(z)]|F) =
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1220 e ()19 < 32y Al (e < 320 1 (en) |,
Donc, en posant M = >_1_, || f(ex)]|F), on a ||f(2)||F) < M, Yz € B;(0,1). Cqfd. O
Le résultat ci-dessus est faux en général en dimension infinie comme le montre ’exemple

suivant.

Exemple 3.1.5. Montrons que L(E, F') est strictement contenu dans L.(E, F) lorsque E est
un espace de dimension infinie dans le cas suivant. On considére 'application linieaire non

continue T de (C([0,1], R, ||.||1) dans R donnée par T(f) = f(0).
On considere f,(z) égale & —nx + 1 sur [0,2] et 0 sur [, 1]. On remarque que (fo)s,
converge vers une fonction g = 0 (la fonction nulle) et que la suite (T(f,))n dans R ne

converge pas vers T(g) = T(0).

3.2 Caractérisation des espaces métriques compacts

Proposition 3.2.1. Toute suite (z,,), d’éléments d’un espace métrique compact (X, d) admet

au moins une valeur d’adhérence .

Définition 3.2.1. On dit qu’un espace métrique (X, d) est totalement borné (ou précompact)
st pour tout € > 0, il existe un nombre fini de boules ouvertes B,(a;,e) 1 < I < n qui

recouvrent X : X = J;_; Bo(ai,€).
Exemple 3.2.1. Tout espace métrique (X,d) compact est totalement borné.

Proposition 3.2.2. Si toute suite (x,), d’éléments d’un espace métrique (X,d) admet au

moins une valeur d’adhérence 1, alors (X, d) est totalement borné et complet.

Théoréme 3.2.3. Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement s’il est complet et
totalement borné.
Preuve

1. (=) Supposons (X, d) compact, alors le résultat découle des deux propositions précé-

dentes.

2. (<) Réciproquement, supposons que (X, d) est complet et totalement borné.
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Raisonnons par ’absurde, en supposant que E n’est pas compact c’est-a-dire qu’il
existe un recouvrement d’ouverts U;c; de X qui n’admet pas de sous-recouvrement fini.
Soit k£ > 0, comme X est totalement borné, il existe un nombre fini de boules ouvertes
Bo(ak,, 37) 1 < i < ny, quirecouvrent X : X = By(ak,, 55) U Bolaky, 55) - - - U B (ak,, , )
Mais, alors ou moins 'une ces boules B, (ay,, Q—k) ne peut étre recouvert par un nombre

fini de U;. Notons cette boule B,(zy, zik)

Comme pour k+1,ona X = By(ap+1),, 307) U Bo(@ks1)s, 3057 - - - U Bolag At 1)y, r7)
alors parmi les boules B,(a(;+1),, Qk%) qui recouvrent B,(zy, Q—k), il y’en a au moins
une qui ne peut étre recouvert par un nombre fini de U;. Notons la B, (g1, #)
Ansi de suite on a suite de boules (B,(zy, 2%))1& avec B,(xk, 55) () Bo(Ths1, 3o7) # 0,

dont aucune ne peut étre recouvert par un nombre fini de Us.

Montrons que (z)y, est de Cauchy. Soit p > ¢ > 4, alors d(v,, 7,) < Y 20_, V(x40 1) <
?:; (d(zj41,25) + d(z;,25)) o z; € By(x;, 2J)ﬂB (241, 371)- Dong, on a
d(xp, 1) < Y00 (F+ 55r) S2x & 300 <dx L1 - 5m) € 5 T+
D’ou le résultat intermédiaire.

Comme (X, d) est complet alors la suite de Cauchy (xy), converge vers une limite [.
L’ouvert U,, contenant la limite [, contient donc presque tous les centres xj a partir
d’un certian rang N et par conséquent,il existe ky > N tel que B,(zy,, 2%0) soit incluse

dans U, ce qui contredit le fait que aucun des B,(xy, QL,Q) ne peut étre recouvert par

un nombre fini de U;. CQFD.

On a résume avec les équivalences suivantes. Soit (X, d) est un espace métrique.
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(X, d) est compact=

"Pour tout recouvrement de (X, d) par des ouverts (U;);cs, on peut extraire un recouvrement fini

0

Toute suite (z,), d’éléments de (X, d) admet une valeur d’adhérence [

0

X est complet et totalement borné

I}

Pour toute famille (F});cs, de fermés (X, d) dont l'intersection est vide,

on peut en extraire un nombre fini de fermés dont 'intersection est vide

O

Remarque 3.2.1. On interpréte les résultats de ce tableau comme suit, ce qui justifie notre
introduction.

Le terme de compacité évoque la notion d’étroitesse. Ainsi dans un espace métrique com-
pact, il n’est pas possible de mettre une infinité de points sans qu’ils s’accumulent quelque
part (< Uezistence des valeurs d’adhérences).

L utilité de la notion de compacité vient du fait qu’elle permet en général, de ramener des
problémes de complerité apparemment infinie o l’étude d’un nombre fini de cas (& de tout

recouvrement d’ouverts on peut extraire un recouvrement fini).

Corollaire 3.2.4. Soit X un espace métrique compact.

1. Si (F})ier, est une famille de fermés dont toute intersection finie est vide alors l'inter-

section de la famille (F});er est vide.

2. Si (F,), est une suite décroissante de fermés non vides, alors leur intersection est non

vide.

Preuve Simple.

Proposition 3.2.5. Soit (E,d) un espace métrique et A, K C E.

1. Toute réunion finie de compacts est un compact de X.
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2. Si E est compact et K est fermée dans E, alors K est compact.

3. Si A est compact alors A est fermé et borné dans E.

Preuve
1. soient Ki,..., Ky n compacts et U;c; un recouvrement d’ouverts de K; U ... U K,,.
Alors Ujer est un un recouvrement d’ouverts de K;, j = 1,...,n, qui est compact

donc il existe une partie finie I; telle que Uscy, recouvre Kj. Par suite UieUy<;<,1; €St

un recouvrement fini de K; U ... U K.

2. Soit (x,), une suite d’élements de K. Comme X est compact, (z,), admet une sous-

suite qui converge vers x € E. Mais K est ferme dans E, donc x € K.

3. Comme A est compact alors A est borné car totalement borné. Montrons que A est
fermé. Soit (z,,),) dans A convergente vers x dans E. Comme A est compact cette
suite admet une suite extraite (z,(,)), convergente vers [ € A. Mais alors dans E, on

| = x necessairement ainsi, r € A. cqfd.

O

Exemple 3.2.2. (J,.,[1,2 — %] = [1,2] on a une réunion infinie de compacts qui n’est pas

Un Compacts.

Remarque 3.2.2. Soit (E,d;) un ensemble infini muni de la métrique discréte d,. Montrer

que E est fermé et borné mais que E n’est pas compact.

Proposition 3.2.6. Dans un espace metrique (X, d), Uintersection finie ou infinie de parties

compactes est un compact.

Preuve Soit (K;);cs, une famille de compacts de X et soit i € I. L’intersection des Kj

est un fermé du compact K, , c’est donc un compact. 0

Théoréme 3.2.7. Soit (K;,d;) avec 1 < i < n, n espaces mélriques compacts, alors [}, K;

est compact en tant qu’espace produit.

Preuve : (Voir le cas général au chapitre 6 sur le théoréme de Tychonnoff) O
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3.3 Compacité dans les espaces vectoriels normés

Théoréme 3.3.1. Dans un espace vectoriel normé (E|||.||) les conditions suivantes sont

équivalentes.
1. La sphere unité est compacte.
2. La boule unité fermée est compacte
3. Toute boule fermée est compacte.

4. Les fermés bornés sont compacts.
O

Théoréme 3.3.2. Si E est un espace vectoriel normé de dimension finie alors une partie A

est compacte si et seulement si elle est fermée et bornée.

Preuve

On sait qu’une partie compacte dans un espace métrique est fermée et bornée, alors on a
le résultat car un evn est un espace métrique.

Réciproquement, on utilise le fait que 'evn E est de dimension finie, n de base B =

(é1,...,€,). Soit ¢ un isomorphisme linéaire continue
o (B — ®YIHIZ)

n
inei — (X1, ..., Tp)
i=1

alors ||¢(2)||X" = ||z]|E, Vo € E. Par suite I'image d’une partie fermée et bornée A C F est

partie fermée et bornée f(A) C" R". Or B = ¢(A) est compact dans R, donc A = ¢~ (B)

1

est un compact de E car I'image d'un compact par une l'application continue ¢~ est un

compact. O

Théoréme 3.3.3. (Riesz : trés important) Un espace vectoriel normé (E,||.||) est de

dimension finie si et seulement si la boule unité fermée, est compacte.

Exemple 3.3.1. Contre exemples en dimension infinie Dans [*° = {m = (zp)n, Ty €
R/[[(xn)nlloc = sup, |z.| < oo}, la suite zy, = (Znm)n QUEC Zpm = Opm (symbole de
kronecker), appartient & la boule unité fermée et n’a pas de suite exrtraite convergente car

d(zp;24) = 1, sip # q. Ansi la la boule unité fermé n’est pas compact.
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Exercice 3.3.1. .

1. Soit (K,,) une suite déroissante de compacts non vides d’un espace métrique compact

(X,d). On pose K =, K,.
(a) Montrer que l’intersection K des K, est un compact non vide de X

(b) Soit U un ouvert de X contenant K. Montrer qu’il existe no € N tel que K, € U

pour tout n > ny.
2. Soit (x,)n, une suite d’un espace métrique compact (X,d), soit H, l’ensemble des
valeurs d’adhérence de la suite (x,,), et soit U un ouvert contenant H.
(a) Montrer qu’il existe ng € N tel que pour tout n > ng, x, € U.
(b) On suppose que H = {l}. Montrer que (z,), converge vers l.

(c) Application : Soit (X, d) un espace métrique, S* 'ensemble des nombres complezes
de module 1 et soit f : X — S une application continue non surjective. Montrer

qu’il existe une fonction ¢ : X — R continue telle que f(x) = @) Vre X

Exercice 3.3.2. Soit (E,d) un espace métrique. Soit G est une partie de E, non vide, et x
un élément de E.
On pose d(z,G) = inf{d(z,a)/a € G}.
1. Soit A une partie de E.
(a) Montrer qu’il existe une suite (a,,) d’éléments de A telle que d(z, A) = nl_l)l_il_loo d(x,ay)
(b) En déduire que x € A si et seulement si d(z,A) = 0.
2. Soit H une partie de E. On munit R de sa distance usuelle d,,.

(a) Montrer que lapplication fy : (E,d) — (R,d,) : x — d(x, H) est 1-lipschitzienne.

(b) Soient A et B deux fermés disjoints de E. Montrer qu’il existe deuxr ouverts U et
V de E, disjoints tels que AC U et BCV.

3. Soient (E,d) un espace métrique et K un sous-espace mélrique compact.

(a) Montrer que VB C X, B # 0, il existe xg € K tel que d(K, B) = d(xo, B).

(b) Soit G une partie fermé de (E,d) tel que K NG = (. Montrer que d(K,G) > 0.
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Chapitre 4

Espaces Topologiques, Continuité,

Limites et Filtres

Dans ce chapitre et ceux qui vont suivre, on généralise les résultats et propriétés des

chapitres précédents.

4.1 Espaces topologiques

4.1.1 Notions de base

Définition 4.1.1. On appelle espace topologique un couple (X,T) ou X est un ensemble et

T une famille de parties de X, appelées ouverts, et vérifiant :
(O1) 0 et X sont des ouverts(i.e. ), X € T);

(O2) Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert, c’est-a-dire : si (U;)icr est une

famille avec U; € T, alors U U, € T.
i€l

(O3) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert, c¢’est-a-dire : si Uy, ...,U, € T, alors
n

ﬂ U, € T.
=1

Exemple 4.1.1. .
1) Soit (X,d) un espace métrique et Ty = {O C X/Vz € O,3r > 0, B,(x,r) C O}

l’ensemble des ouverts. Alors Ty est une toplogie sur X dite toplogie induite par la

35
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distance d.
Soit (X, T) un espace topologique. On dit qu’ un espace toplogique (X,T) est métri-
sable s’il existe une distance d sur X ayant T comme enesemble des ouverts autrement
dit Ty="T.

2) Soit X un ensemble, non vide.
Si T = P(X) est l’ensemble des parties de X, alors T définit une topologie sur X
appelé topologie discréte.
Si T =A{0, X}, alors T définit une topologie sur X appelé topologie grossiére.

3) On pose E = {a,b,c}. Montrer qu’il y’a 29 topologies sur E. Les lister intégralement.

Définition 4.1.2. Soit (X,T) un espace topologique. Soit F' C X. On dit que F est fermé

si CL est un ouvert, c’est-a-dire C% € T.

Théoréme 4.1.1. 5i (X, T) est un espace topologique, alors on a :
(F1) 0 et X sont des fermés;

(Fy) Si (F;)icr est une famille quelconque de fermés, alors ﬂF, est un fermé;
il

(F3) Si (F;)1<i<n est une famille finie de fermés, alors U F; est un fermé.
i=1

Preuve Simple. 0

Exercice 4.1.1. Soit X = {a,b, c,d}.
1) Montrer que Ty = {0, X, {a}, {a,b}} définit une topologie sur X. Déterminer les fer-
més. Donner une partie ni ouverte , ni fermé.
2) Montrer que Ty = {0, X,{a},{a,c}, {b,c}, {a,b,c}} ne définit pas une topologie sur
X.

Définition 4.1.3. Soit (X,T) un espace topologique et soit x € X. Un voisinage de x est un
ensemble V,, contenant un ouvert contenant x. On note V(x) l'ensemble des voisinages de x :

Viz)={V,CX: 30, €T, 1€ OCV,}

Exemple 4.1.2. Dans un espace métrique (X, d),
Vz = {va - X: dr> 07 Bo(l’,’f’) - Vz}
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Lemme 4.1.2. 6 est un ouvert de (X, T) si et seulement si 0 est un voisinage de chacun de

ses points.
Preuve Simple. H

Lemme 4.1.3. Soit (X,T) un espace topologique. On note V = U V(x) Uensemble des

reX
voisinages des points de X. Alors on a :

(V1) SiVeV(x) etV CA, alors A€ V(x).

(Vo) Si Vi, ...V, € V(x), alors ViNVon...NV, € V().
(V3) StV eV(x), alorsz € V.

(Vi) StV eV(x), W eV(x): Yye W,V e V(y).

Important : Ces 4 propritétés sont caractéristiques; ce qu’on exprime par le théoréme

suivant.

Théoréme 4.1.4. Soit X un ensemble. Si & chaque x € X, on fait correspondre un ensemble
V(z) de parties de X de sorte que les propriétés (Vi), (Va), (V3) et (Vi) soient vérifices, alors
il existe une topologie et une seule sur X telle que pour tout x, 9(3:‘) soit 'ensemble des

voisinages de x pour cette topologie.

Preuve

1. Existence :
D’apreés le lemme précédent, on peut définir Ty = {(5 CX: Vxe (5, Oe 17($)}
— on a bien 0, X € Ty.

— Si (U;)ier est une famille d’éléments de Ty, alors UU" € Tx. En effet, soit
i€l
T e UU,- = Jip tel que z € U;, € T. Ainsi, x € Uy, € 17(:1:) et donc U U, € 17(:B)
icl i€l
d’aprés (V). Par suite, U Ui € Tx.
el
— Soient Uy, ..., U, € Tx. Montrons que ﬂ U; € Tx. En effet, soit x € ﬂ U; =
1<i<n 1<i<n
xelU, eTx,V1<i<n. Ainsiz € U; € V(z), V1 <i <netdonczxe m U, €
1<i<n
V(z) d’aprés (V3). Par suite, ﬂ U, € Tx.
1<i<n
On conclut que T'x est bien une topologie sur X.
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2. Montrons que pour Tx, Vo € X, 17(33) ci-dessus défini est bien I’ensemble des voisinages
de z. Soit Vr, () 'ensemble des voisinages pour la topologie T'x. On veut prouver que
Vr, (z) = V(z).
=) Soit z € X, XA/(x) un voisinage de = pour T ; alors 30 € Tx : z € O C \7(x)
Mais par définition de T, O € V(z). Alors d’apres (V3), on a bien V(z) € V(). Ainsi,
Vr, C V().
<) Réciproquement, soit V € V(z). Soit U = {y € X : V € V(y)}. Montrons que
relU, UCVetUeTx, ce qui achévera la preuve.

— Comme V € )7(13), alors x € V'; d’aprés (V3), donc x € U.
— Soit y € U alors V € V(y); d’oit 'on tire y € V d’aprés (V3). Par suite, U C V.
— Il faut maintenant montrer que U € T.
Soit y € U; alors V € V(y) et donc d’aprés (V3), IW € V(y) tel que Vz € W, on
ait V € V(z). Mais par définition de U, V € V(z) = z € U. Par suite, Vz € W, on
azeU=WcCU.
Mais W € V(y); alors U € V(y) d’apres (V3). On conclut que Yy € U, U € V(y),

donc U € Tx par définition.

3. Unicité :
Soit T} une topologie sur X pour laquelle Vx € X, 9(x) est I’ensemble des voisinages
de x.
— Soit O € Ty ; alors O € V(z) Va € O car un ouvert d’une toplogie est un voisinage
de chacun de ses points. Par suite, O € Tx par définition de ce dernier donc
T, C Tx.
— Réciproquement, soit O € Ty. Soit = € X ; alors O e ﬁ(m) par définition de Tx.

Donc O est voisinage de chacun de ses points pour 77 ; par suite Oc T;.

4.1.2 Systémes fondamentaux de voisinages et base d’une topologie

Définition 4.1.4. Dans un espace topologique (X, T), on appelle systéme fondamental de
voisinages(S.F. V) d’un point(resp. d’une partie A de X ) tout ensemble o, (resp. o4) de voi-
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sinages de x(resp. de A) tel que pour tout voisinage de x(resp. de A), il existe un voisinage

W e o, (resp. W € oa) tel que W C V.

Exemple 4.1.3. Si (X,d) est un espace métrique, o, = {B,(x,r), r € R} est un systéme

fondamental de voisinages de x.

Définition 4.1.5. Soit (X,T) un espace topologique. Une partie § de T est appelée base de

T si tout élément de T est réunion d’éléments de (3.

Exemple 4.1.4. .
Si o, est un S.F.V constitué d’ouverts, alors U,exo, est une base de topologie de (X, T).

Cas particuliers :
a) B ={B,(z,r), r € Ry, x € X} est une base de topologie de ’espace métrique (X, d).

b) Si R est muni de la topologie usuelle, alors 1 = {]a,b], a < b dans R} est une base

de topologie.

Théoréme 4.1.5. Soit 5 une base d’un espace toplogique (X, T). On a :
(B1) Vxe X, VYV, €V(z),IBef: x € BCV,.
(B,) X=|JB

Beg
(B3) VA, B € 8, AN B est réunion d’éléments de (3.

(By) VA,Be ,VYxr e ANB, 3B € 8 tel que x € B'C AN B.

Théoréme 4.1.6. Soit X un ensemble et 5 un ensemble de parties de X vérifiant :

(51) X =J B;

BeB
(S2) YA, B € B8, AN B est réunion d’éléments de 5.

On pose T = { U B, B C B}. Alors T est une topologie sur X de base 3.
Bep’
Preuve.
(01) 0=|JB X=|JBdonc0,XeT.

Bel Bep
(Oy) Soit (U;);er une famille quelconque d’éléments de T'.

On note U; = U Bi.AlorsUUi:U( U B;) = U B ET,O&B’:U@(.

B iel i€l B;ep] Bep’ iel
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(03) Soit Ul,...,Un eT. AlOI‘S7 ﬂ U, = ﬂ ( U Bz) = U BiNnByN..N
1<i<n 1<i<n B;€p] Bi€pY,....,Bn€py,
B, €T avec By N By N...N B, est une réunion d’éléments de .

Il est clair que 5 est une base de T par définition.

4.1.3 Intérieur, Adhérence, Frontiére et Densité

On généralise les définitions sur les espaces métriques.

Définition 4.1.6. (Proposition) Soit (X,T) un espace topologique. Soit A C X.

1) =z € X est dit intérieur a A s’il existe O € T tel que x € O C A. L'intérieur de A,
noté est l’ensemble des éléments intérieurs a A. A est le plus grand ouvert contenu

dans A. A est ouvert ssi A :;1.

2) z € X est adhérent & A siVV, € V(x), V., N A # 0. L’ensemble des points adhérents
0 A est noté A. A est le plus petit fermé contenant A. A est fermé ssi A = A.
3) La frontiere de A, notée fr(A), est fr(A) = A\ A.

4) Une partie A est dense dans X si A= X.

Exemple 4.1.5. .

1) Dans R muni de la topologie usuelle, si A =] — 0o, 3] U [4,5[U{7}U]8,9], alors :
— A° =] — 00, 3[U]4, 5[U]8, 9],
— A=]—00,3]U4,5]U{T}U[8,9],
— f1(A)) = {3,4,5,7,8,9},
— et A n’est pas dense dans R.

2) Dans R muni de la topologie discréte, si A = —o0,3| U [4,5[U{7}U]8,9], alors :
— A°=A=A,
— fr(A) = 0.

Proposition 4.1.7. Soit (X,T) un espace topologique. Soient A, B C X. Alors on a :

o
o —

1) ANB=AN B.
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o
—

AU B mais la réciproque est fausse en général.

I

2) AU B

3) AUB=AUB.

4) AN B C AN B, mais la réciproque est fausse en général.

5) C4 =C4 et C4 = C4.

6) fr(A) = AN .

Preuve A faire. Donner des contre-exemples pour les cas qui ne sont pas vrai en général
O
Définition 4.1.7. Soit (X,T) un espace topologique et A C X.

1) x est un point d’accumulation de A siVV, € V(x), VoNA\{z} # 0, i.e. tout voisinage
de x contient un autre point de A différent de x.

Attention : x peut ne pas étre dans A.

2) x est isolé dans A s’il existe un voisinage V, de x tel que V, N A = {x}.

Exemple 4.1.6. Dans R, on considere A = {57, n € N}.

o o —l(2n4l-1y _ —12n41 | -1y _ -1 _ _1 : —
Comme 51 = 5 (527) = 5 (50 + 5001) = 5 — 5a1s @lors la suite est stricte

ment croissante. Donc tous les éléments de A sont isolés.

— Comme lim; 5 = _71, alors _71 est un point d’accumulation.

4.1.4 Notions de séparation et séparabilité
On a vu la notion de sépration dans le chapitre 1, on le généralise ici sous différents angles.

Définition 4.1.8. Un espace topologique X est :

1. un espace Ty si pour tous x,y, points distincts de X, il existe un ouvert Q, tel que

y € O, mais x ¢ O.

2. un espace Ty (ou séparé ou de Hausdorff) si pour tous x,y, points distincts de X,

il existe deux ouverts, Q,, et Q,, tels que v € O, y € O,, et 0, N O, = 0.

3. on dit que X est régulier si pour tout x € X, pour tout fermé F € X, x ¢ F, il existe

deuz ouverts Q,, et Op, contenant x, et C respectivement, tels que Q, N Qp = ()
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4. un espace Ty si X est Ty, et régulier. (On dit également Hausdorff-régulier);

5. Un espace Ty (ou mormal) si X est Ty, et si, étant donnés deux fermés disjoints
de X, I et Fy, il existe deux ouverts O, et Oy avec Fi C Oq, et Fy C Oy tels que
@1 N @2 - @

régulier).

Lemme 4.1.8. .
1. Un espace X est Ty si et seulement si les singletons {x} C X sont des fermés.

2. Un espace est régqulier si et seulement si les voisinages fermés de chaque point consti-

tuent une base de voisinages.

Preuve

1. — Soit {x} un singleton dans X. D’aprés T4, chaque point du {z}¢ est contenu dans
un ouvert O, ne contenant pas x. Ansi {z}¢ est ouvert.
— Réciproquement, on suppose que tout singleton est fermé, et x, y sont deux points

distincts de X, alors {z}¢ est un ouvert contenant y, mais pas x.

2. — Supposons que les voisinages fermés de chaque point constituent une base de voisi-
nages dans X. Soient x et F', comme dans (3). F est un ouvert contenant x, donc,
d’aprés ’hypothése, contient aussi un voisinage fermé, G, de x. On pose O = G,
et on choisit Q,, un voisinage ouvert de z, avec O, C G.

— Réciproquement, supposons que X est régulier. Soient x un point de X, et O un
voisinage ouvert de x. Comme X est régulier, il existe un ouvert Q; avec Q¢ C Oy
et un ouvert @y avec € O tels que @7 N Oy = (. Et alors, Of est un fermé

contenant Oy et contenu dans O
Définition 4.1.9. Un espace topologique (X, T')

1. est dit séparable si X contient un sous ensemble dénombrable dense.

2. satisfait le premier axiome de dénombrabilité (D1), si chaque point de X admet

une base de voisinages, qui est dénombrable.
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3. satisfait le second axiome de dénombrabilité (D2), si T est a base dénombrable.

Exemple 4.1.7.
Tout espace métrique satisfait D1.
Un espace métrique satisfait D2 si et seulement si il est séparable.

Tout espace qui satisfait D2 est séparable.

4.1.5 Suites généralisées

Ici, on généralise les suites aux espaces non métriques.

Définition 4.1.10. .

Ordre filtrant : Soit [ un ensemble muni d’un ordre <X filtrant croissant i.e < est un

ordre (partiel) tel que pour tous i,j € I, il existe k € I tel que i <k et j < k.

Net ou suite généralisée : Soit (X,T) un espace topologique. Un net (ou suite généra-
lisée) dans X est la donnée d’un couple (x,I), dans lequel I est un ensemble muni d’un ordre
filtrant croissant, et x est une application de I dans X. On notera souvent x; l’élément x(i),

et (z;)ier le net x.

Sous-net : Soit (x;)ie; un net dans X. Un sous-net de (x;)ier , est un net (x;);cs dans
X, avec J C I de sorte que l'ordre hérité de I, est tel que pour tout v € I, il existe j € J,

avec i X j.

On remarque que si [ est ’ensemble des entiers naturels, avec 'ordre usuel, ces définitions
coincident avec les définitions de suites et de sous-suites.
En se basant sur le cas des suites indexées par N, définir la notion de convergence et de

valeurs d’adhérences pour les nets.
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4.2 Applications continues

4.2.1 Continuité dans un espace topologique

On généralise la définition du chapitre 1.

Définition 4.2.1. On dit qu’une application f : (X,T) — (X', T") est continue en o € X

Exemple 4.2.1. (Voir chapitre 1 sur les espaces métriques)

Proposition 4.2.1. Soient (X, T), (X',T") et (X7,T”) trois espaces topologiques, f : X —
X' continue en x € X et g: X' — X7 continue en f(x) € X'. Alors h = go f de X dans

X7 est continue en x.
Preuve Simple [

Définition 4.2.2. On dit que f: (X, T) — (X', T") est continue si elle est continue en tout

point x € X.

Exemple 4.2.2. 1) L’application identité

id: (X,T) = (X,T)

r—id(z) ==z

est continue.

2) L’application constante

fo: (X,T) — (X', T

r—aeX

est continue.

3) Si (X,T) est un espace discret, toute application f: (X, T) — (X', T") est continue.

Théoréme 4.2.2. Soit f: (X,T) = (X', T") une application. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :
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1) f est continue sur X.

2) VA C X, f(A) < T(A)
3) fTUF") est fermé dans X', VF' fermé de X'.

4) f~YU') est ouvert dans X, VU’ ouvert de X'.

4.2.2 Homéomorphismes, Application ouverte, fermée

Homéomorphismes

Définition 4.2.3. .

1. On appelle homéomorphisme de (X, T) sur (X', T") un isomorphisme de la structure
topologique de X sur celle de X'.
Autrement, dit f: X — X' est un homéomorphisme si :
— [ est une bijection ;
—UeT= fU)eT';
— Vel =fYV)eT.
2. S’ existe un homéomorphisme de (X,T) sur (X',T"), on dit que (X,T) et (X', T")

sont homéomorphes.

Définition 4.2.4. Une propriété P sur un espace toplogique (X, T) est dite propriété topo-

logique, si elle se conserve par homéomorphisme.

Par exemple, la compacité dans les espaces métriques est une propriété toplogique par

contre la complétude ne 'est pas.

Lemme 4.2.3. [ : X — X' est un homéomorphisme si et seulement si :

— f est une bijection ;
— F fermé de X = f(F) est un fermé de X';
— @G fermé de X' = f~YQ) est un fermé de X.

Exemple 4.2.3. Si (X, T) et (X', T") sont deuzx espaces discrets, alors toute bijection ¢ :

X — X' est un homéomorphisme.
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Proposition 4.2.4. Deux topologies T et T' sur un méme ensemble X sont égales si et
seulement si Uapplication identité Id : X — X' est un homéomorphisme de (X,T) sur

(X, T").

Preuve A faire

O

Lemme 4.2.5. [ : (X,T) — (X',T") est un homéomorphisme si et seulement si f est

bijective et f et f~1 sont continues.
Preuve Simple. 0

Exemple 4.2.4. .

1. Soit I =]a,b], a < b dans R.
Soit f:R = I : 2w f(z) =%+ 2%arctan(z). Alors f est un homéomorphisme

(donner f~1).

2. Soit f:R—1T=1a,b ot R =RU{—00,+00} avec f(z) = f(z),z €R, f(ococ) =b et

f(—00) = a. Alros f est un homéomorphisme de R sur I = [a, D]

Application ouverte, application fermée

Définition 4.2.5. Soient (X, T) et (Y,T") deuz espaces topologiques. Une application f :
X =Y est dite dite ouverte (resp.fermée) si l'image par f d’un ouvert (resp. d’un fermé) de

X est un ouvert (resp. un fermé) de Y .

Exercice 4.2.1. On considére que R est muni de la distance usuelle.

1. Montrer que les applications de R dans R : x — sin(x), et x — x> ne sont pas

ouvertes.

2. Est-ce que Uapplication de R dans R : x +— 23, est ouverte 2. Fermée ?

Exercice 4.2.2. Soit f : X — Y wune application entre deuz espaces topologiques.

—

1. Montrer que f est ouverte si et seulement si , pour toute partie P C X ; f(jg)

cf(P)
2. Montrer que f est fermée si et seulement si , pour toute partic P C X ; f(P) C f(P) :
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4.3 Filtres

La notion de filtre permet de mod{eliser la notion de limite sans disposer d’une topologie

sur ’ensemble de départ d’une application comme le cas des suites.

4.3.1 Base de filtre

Définition 4.3.1. Soient (X, T), (X', T") deux espaces topologiques. Soient A C X, non vide
a€Aetf: X — X' une application. On dit qu’un élément | € F, est limite de f(x) quand
x_tend vers a dans A et on note lim f(x) =1 si VV' € Vi (1), 3V € Vr(z)/ fF(ANV) C V"

T€EA

Définition 4.3.2. On appelle filtre sur un ensemble X, tout sous ensemble T' de P(X)

vérifiant
()T #0et®gl
(2) Toute intersection finie d’éléments de I" est un élément de I'

(3) SiBeTl et BC C alorsCel

Exemple 4.3.1. .
(1) T'={X} est le plus petit filtre sur X
(2) Soit (X,T) un espace topologique.
(2a) Si x € X alors T' = V(x), l'ensemble des voisinage de x est un filtre sur X,
appelé filtre des voisinages de x.
(2b) Si AC X, A# 0,2z € AalorsTy, ={W C X/3V e V(z),ANV C W} est un
filtre sur X.

Définition 4.3.3. On appelle base de filtre sur X (X # 0) un ensemble 8 de parties non
vides de X, vérifiant :

(1) B#0,0¢ 8
(2) Si A,Bep,3C e p/ Cc ANB

Exemple 4.3.2. .
(1) Un filtre est une base de filtre.
(2) (2a) Si (X,T) est un espace topologique xy € X, et SFV (xq) est un systéme fonda-

mental de voisinage de xo alors SFV (xy) est une base de filtre.
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(2b) si AC X, A# 0,2 € A, alors Ba. = {ANV,V € V(x)} est une base de filtre
sur X.
(3) Sur N, Uensemble
Bs = {[n, +oo[={n,n+1,...},n € N}

est une base de filtre sur N

4.3.2 Limite suivant une base de filtre

Dans ce qui suit, on généralise la notion de limite d'une application en un point sans
mettre necessairement une topologie sur I'ensemble de départ, comme c’est le cas lorsqu’on

calcule des limites sur les limites.

Définition 4.3.4. Soient X un ensemble non vide, S une base de filtre sur X. Soient (X', T")
un espce topologique, f: X — X' une application et | € X'. On dit que f tend vers | suivant
g siVV eV(1),aB € 8/f(B) CV on note liénf =1

Exemple 4.3.3. si X =N et § = {[n, +oo[,n € N} alors lignf =< lim+ a, =1 <=
n—-—+00
vV e V(),aN/n e Nn > N = a, € V) ot a, = f(n).

Théoréme 4.3.1. Soient X un ensemble muni d’une base de filtre B, (X', T") un espace
topologique, f: X — X' une application et | € X'. Soient Y € B et f' la restriction de f a
Y. Alors p' = {BNY # 0,B € B} forme une base de filtre de Y. Les conditions suivantes
sont equivalentes :

(1) liénf =1

(2) liﬁr/n =1

Preuve A faire.

0

Exercice 4.3.1. Introduire la notion de valeur d’adhérence d’une fonction suivant une base de

filtre en généralisant la notion de valeur d’ahérence d’une suite (qui est aussi une application)



Chapitre 5

Techniques de construction de topologies

5.1 Comparaison de topologies

Définition 5.1.1. Soient T et T' deuz topologies sur X. On dit que T est plus fine que T’
et que T' est moins fine que T) si Uapplication identité id : (X, T) — (X,T") est continue.
Si de plus T # T', on dit que T est strictement plus fine que T' (et que T" est strictement

moins fine que T').
NB1 : Deux topologies dont 'une est moins fine que 'autre sont dites comparables.

Exemple 5.1.1. — La topologie discréte est la plus fine des topologies.

— La topologie grossiére est la moins fine des topologies.

5.2 Topologie finale

5.2.1 Approche générale

Définition 5.2.1. Soient Y un ensemble, et (Xi,Tj) une famille d’espaces topologiques.

jeI
On suppose que pour tout j € I, on a une application f; : X; — Y. On appelle topologie finale
sur'Y pour la famille des f; la plus fine des topologies surY rendant toutes les applications
fj continues.

Maintenant, si T est une solution du probléme, alors, pour tout j, on a :

69
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fj est continue < 1" C T; = {B C Y/fi{(B) C T;}. Ansi T C ) T}, On pose

jeJ
7 = ﬂjej T]’cj, alors on a une topologie (a vérifier!) et que c’est la plus fine des topologies

sur Y rendant tous les f; continuent.

5.2.2 Application 1 : Topologie quotient

Définition 5.2.2 (Proposition). Soit (X,T) un espace topologique et R une relation d’équi-
valence sur X. On note par X/R ’ensemble quotient associé et 7 : X - X/R:x—T la
surjection canonique associée ot T est la classe de x modulo R.

La topologie la plus fine sur X/R rendant mr : X — X/R : x — T continue est appelée
topologie quotient associée a R.

La topologie quotient est la topologie finale sur X/R pour la surjection canonique mx.

Définition 5.2.3. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X et g : X — X/
R:xw— 7T . On dit que
— R est fermé si T est fermé,

— R est ouvert st mr est ouvert.

Définition 5.2.4. Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X. Soit E C X.
— Le saturé de E, noté E*, est
Er={yeX: Jz€E yRe}={yeX: y=7, 2 € B} =n5' omr(E) C’est une
réunion disjointe de classes.
— F est saturé si £/ = B*.
Proposition 5.2.1. Soit R une relation d’équivalence sur X.
1) 7' omr(E*) = E*.
2) La réunion et l'intersection de deux ensembles saturés est saturé.

3) Le complémentaire d’un ensemble saturé est saturé.
Preuve A faire. 0

Remarque 5.2.1. Soit (X,T) un espace topologique.
Les ouverts (resp. les fermés) de X/R sont les parties A de X/R telles que 7' (A) soit
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ouvert (resp. fermé) dans X. Autrement dit, les ouverts (resp. les fermés) dans X/R sont
en correspondance biunivoque canonique avec les parties ouvertes (resp. fermées) dans X

saturées par R et sont les tmages canoniques de ces ensembles.

Proposition 5.2.2. Soit (X, T) un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X.
Soit (Y, T) un espace topologique et

f: X — Y une application compatible avec R, c’est-a-dire f(x) = f(x”) si xRa”.

On définit f - X/R — Y par f(Z) = f(z),Vz € X <= f = forpoump: X - X/R:x—T

est la surjection canonique :

1. f est continue si et seulement si f est continue.
2. (a) si f est ouvert alors f est ouvert.
(b) si f est fermé alors f est fermé.
Soit f : (X,T) — (Y,T") une application, on définit sur relation d’équivalence sur X

par 2Rz’ < f(x) = f(2'), alors f est compatible avec R. Les classes d’équivalences de X

sont appellés les fibres de f, ce sont exactement les f~!(y) quand y décrit f(X).

Pour g : R? — R : (z,y) — x? + 4?, les fibres sont les cercles de centre 0, y compris le

"eercle" réduit en son centre 0.

5.2.3 Application 2 : Actions de groupes et Topologie quotient

Un exemple important d’ensemble quotient est ’ensemble des orbites de ’action d’un

groupe sur un ensemble. Il est important d’étudier les topologies quotients dans ce cadre

Soient G un groupe (noté multiplicativement délément neutre 1), X un ensemble non

vide, S(X) le groupe des bijections de X dans X.

Définition 5.2.5. Une action (4 gauche) de G sur X ou opération (4 gauche) de G sur X
est une application

m:GxX — X :(g,2) = m(g,z) = g.x, vérifiant :

1. lgr=z, Ve eX
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2. ¢d.(g.x)=(gg)x, Vv € X, g,¢ € G.
Dans ces conditions, on dit que G agit (ou opére) sur X a travers m. On dit aussi que m

munit X d’une structure de G-ensemble.

Remarque 5.2.2. Noter que "se donner une action de groupe de G sur X, c’est la méme

chose que de se donner un morphisme de groupes de G dans S(X)". On peut vérifier cette

affirmation comme suit.

1. Sim : Gx X — X : (g,2) = m(g,x) = g.x est une action de groupe (4 gauche)
G sur X, alors ag © X — X est une bijection pour tout g € G, et Uapplication
0:G—=>8X):9g— plg) =a,:x— go est un morphisme de groupe de G dans
S(X), associé a m.

2. Réciproquement si ¢ : G — S(X) : g — ¢(9) = o, est un morphisme de groupe de
G dans S(X), alors Uapplication m : G x X — X : (g,z) = m(g,z) = (¢(9))(z) est
une action de groupe G sur X, associé a .

3. Unicité et compatibilité :

— Soit m une action de G sur X, on note ¢ le morphisme de groupe associé a m, et
on note m’ laction associée 4 @, alors on a m = m' car m'(g,z) = (¢(g))(x) =
gx=m(g,z) Vg € G, =€ X.

— Soit ¢ un morphise de groupe de G dans S(X), on note m action de groupe

associé a p, et on note @' le morphisme de groupe associé a m, alors on a p = ¢’
car (¢'(9))(x) = m(g,z) = (¢(g))(x).
Définition 5.2.6. Soit X un espace topologique, et G un groupe opérant sur l’ensemble X.

On note alors X/G Uespace quotient de X par la relation d’équivalence xRy si et seulement

st dg € G tel que gxr =y (action & gauche).

Nota Bene : on verra plus loin que st G est muni d’une topologie compatible avec ses

opérations internes, on exigera que ’action m : G x X — X soil continue.

Exemple 5.2.1 (Tore & un trou de dimension n). Sur R", le groupe additif Z"" y opére
par translation et donc définit la relation d’équivalence xRy < v —y € ™. Alors T = x + 72"

et R"/R se note T = R"/Z"™. On Uappelle le tore a un trou de dimension n.
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Exemple 5.2.2. Espace projectif On pose K = R ou C. On munit X = K"\ {0} de
la topologie induite. Le groupe K\ {0} opére sur X = K"\ {0} par homothéthie et donc
définit la relation d’équivalence Ry dans X ssi 3N # 0 @ x = Ny, i.e. que les vecteurs
T = (T1, ., Tpy1) €Y = (Y1, ..., Yny1) Sont colinéaires.

L’espace quotient X/R = (K" \ {0})/(K\ {0}) est appelé espace projectif. 1l est de dimen-
sion n. On le note P"(K) = X/R.

Nota bene L’espace projectif joue un role centrale en géométrie algébrique.

Exercice 5.2.1. Soit n € N,n > 1, on considére le groupe multiplicatif {1} qui opére sur
la spheére

S™ = {(2)o<i<n /Sl ori = 1} C R, On note par P*, Uespace projectif de dimension n.

1. Montrer que w: 8" — S"/{£1} : 2 — T est fermé.

2. Montrer que 8" /{x1} est séparé. Pour cela, montrer que q’on peut définir une distance
canonique comme suil. Noter ||,|| la norme sur R", d la distance induite par cette
norme sur R™. Soit T € S"/{£1} alors T = {x,—x}. Comme ||z|| = || — ||, alors,

montrer qu’on peut définir une distance sur 8" /{x1} en posant
d(z,7) = d({z, -z}, {y, —y}) = inf {d(u,v) = [lu —v||/u € {z,—z},v € {y, —y}}.

3. Montrer que S"™/{£1} est compact

4. Montrer qu’on a un homéomorphisme S"/{£1} ~ P".

5.2.4 Application 3 : Quelques cas typiques de topologie quotient

Nota Bene : Dans les cas qui suivent, il faut imaginer les relations d’équivalence comme
permettant d’identifier les points qui sont dans une méme classe d’équivalence. Aussi, lors-
qu’on définit la relation, on omet généralement d’indiquer les points qui sont seuls dans leur

classe d’équivalence.
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Cone, Suspension et Ecrasement

Exemple 5.2.3. (Cone) Soit X un espace topologique. On définit la relation d’équivalence
sur X x [0, 1] par (x,1)Ry(2', 1) pour tout x,x’ € X. Donc on a identifié les ponts de X x {1}
pour en faire un seul point appelé "sommet". Le cone sur X est l’espace topologique quotient

Cx = (X x [0,1])/R,.

dessin

On peut plonger X dans Cx = (X x [0,1])/Rq, par homéomorphisme : si [(x,y)] est la
classe d’un élément (z,y) alors ¢ : X — Z = p(X) C Cx : © — [(x,0)] est un homéomor-
phimse par définition des topologies produit et quotient car p =moi oi: X — X x [0,1] :
x+— (2,0) est Uinjection canonique et m: X x [0,1] — Cx : (z,0) — [(z,0)] est la surjection
CanonLque.

Si f: X =Y est une application continue, alors
Papplication Cy : Cx — Cy : [(x,t)] — [(f(2),t)] est continue
car C;omx = my oy ot iy : X x [0,1] = Y x [0,1] : (z,t) — (f(x),t) est continue et
mx : X x [0,1] = Cx : (2,0) = [(x,0)] et 7y : Y x [0,1] = Cy : (y,0) — [(y,0)] sont des
surjections canoniques continues par définition de la topologie quotient.

De plus si f: X =Y et g:Y — Z sont des applications continues, alors Cyof = C40Cy
et Cra, = Ide,

Exemple 5.2.4. (Suspension)

Soit X un espace topologique. On définit la relation d’égquivalence sur X x [—1,1] par
(,1)Ra(2',1) et (x,—1)Ro(a', —1) pour tout x,z’ € X. Donc on a identifié les ponts de
X x {1} pour en faire un seul point appelé "sommet nord". De méme, on a identifié les ponts
de X x {—1} pour en faire un seul point appelé "sommet sud" La Suspension de X est

lespace topologique quotient Sx = (X x [—1,1])/Ra.
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dessin

Comme dans l'exemple ci-dessus, on peut plonger X dans Sx = (X x [—=1,1])/Rs par
homéomorphisme : si [(x,y)] est la classe d’un élément (x,y) alors ¢ : X — Z = ¢(X) C
Sx 1 x> [(x,0)] est un homéomorphimse par définition des topologies produit et quotient.

Si f+ X =Y est une application continue, alors

Vapplication Sy : Sx — Sy : [(x,t)] — [(f(x),t)] est continue

Deplus si f: X =Y et g:Y — Z sont des applications continues, alors Syof = Sy 0 Sy
et SIdX = Idsx

Exemple 5.2.5. (Ecrasement)

Soit X un espace topologique et A une partie de X.

On définit la relation d’équivalence sur X par x'Rsx’ pour tout x,x’ € A. Donc, on a
identifié les ponts de A pour en faire un seul point appelé "noeud”. L’ecrasement de X sur

A, est l’espace topologique quotient X/(A) = X/Rs3.

dessin

On verifie que si A est ouvert ou fermé, alors la restriction 7" 4 X \ A de la surjection

canonique m: X — X/(A) est un homéomorphisme de X \ A sur son image 7'(X \ A).
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Les quotients des carrés de R et R?
schemas

Exemple 5.2.6. En identifiant les deux extrémaités d’un segment on obtient un
cercle. On peut le justifer de la fagcon suivante.

Soit g : [0,1] = S = {(u,v)/u® +v* = 1} C R? : g(a) = (cos2ra,sin2ra), alors g
est une application continue et sujective. On définit la relation d’équivalence sur [0,1] par

aRyfb < g(a)

g(B) & a—p € Z0,1] et on note @, la classe de «, alors @ = {a} si
O<a<let0=1={0,1}. On définit g par g(a) = g(a) alors g est continue et bijective.
Il reste a vérifier que G est fermé pour conclure que g est un homéomorphise (car continue

et fermé) entre le cercle unité et [0,1]/Ry - [0,1]/Ry4 ~ S*.

Exemple 5.2.7. On obtient un tore en identifiant les cotés 2 a 2 paralléles d’un
carré

Le tore peut étre redéfini comme quotient de [0, 1]x[0, 1] par les identifications (s,0)Rs(s, 1)
et (0,t)R5(1,t) pour tout t,s € [0,1]. Noter qu’en identifiant deux cotés paraléles , on a un
cylindre puis lidentification des deux autres cotés corespond a lidentification des deux bases

du cyclindre alors on obtient naturellement un tore.

voir schemas

Comme ci-dessus, ['application
ho:[0,1] x [0,1] = S' x S' : h(a, ) = ((cos2ma, sin27a), (cos 273, sin 21 3)) induit un
homéomorphisme ([0,1] x [0,1])/Rs ~ S' x S' ~ T?.

Exemple 5.2.8. On obtient une sphére en identifiant 2 cotés paralléles d’un carré
puis en farsant un noeud avec chacun des 2 autres cotés

La Spheére 8? = {(u,v,w)/u® + v*> + w? = 1} peul étre redéfini comme quotient de
[0,1] x [0,1] par les identifications (0,t)R¢(1,t), (s,0)Re(s’,1) et (s,1)Re(s’,1) pour tout
t,s,s" € [0,1]. Noter qu’en identifiant deux cotés paraléles , on a un cylindre puis l’écrase-
ment de chaque coté nous donne un objet similaire a une ellipsoide qui est homéomorphe a

une spheére.
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voir schemas

Comme ci-dessus, Uapplication
h:[0,1] x[0,1] — 8% : h(a, B) = ((cos 2. sin 3, sin 2. sin /3, cos Wﬁ)) induit un homéo-
morphisme ([0,1] x [0,1])/R¢ ~ S?

Exemple 5.2.9. Ruban de Mobius : on identifie en sens inversé uniquement 2
cotés paralléles d’un carré

Le ruban de Mobius, imaginé par le mathématicien allemand A. F. Mdbius en 1858, ‘a
I’dge de 68 ans, est défini comme le quotient du carré [0,1] x [0, 1] par les identificatins (ordre
inversé!) : (0,8)R7(1,1 —t).

voir schemas

5.2.5 Application 4 : Complétion dans les espaces métriques et To-
plogie quotient

Maintenant, comme application de la topologie quotient, on va voir la complétion des es-
paces métriques, qui joue un role essentiel dans beaucoup de domaine en annalyse (contruction

de R, de l'intégrable Riemann ou de l'intégrable Lesbegue | ..)

Théoréme 5.2.3. 57 (X, d) est un espace métrique, il existe un espace métrique (Y, ) complet
dont (X,d) est un sous-espace dense. Cet espace est unique & isométrie prés. On Uappelle le

complété ou la complétion de (X, d).

Preuve.

1) Unicité : Supposons que (X, d) soit un sous-espace dense de deux espaces métriques
(Y1,01) et (Ys,d2) dont les distances §; et 0o prolongent d. Le plongement h : (X, d) — (Y5, d2)
est une isométrie. En particulier elle est uniformément continue. Comme X est dense dans
(Y1,81) et Despace (Ya,d2) est complet, alors elle se prolonge donc de fagon unique en une

isométrie de h : (Y1,d1) — (Ya, ).
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De méme, le plongement ¢ : (X,d) — (Y7,d1) est une isométrie. qui se prolonge de fagon
unique en une isométrie de g : (Y, d9) — (Y3, 01).

Ongoh ‘X = idy. Cette identité se prolonge alors par densité en une application identité
(bijective!) isométrique unique i = go h : (Yz,d5) — (Y1,0;) Comme g et h sont injectives
alors elles sont bijectives. Par suite (Y3, d2) et (Y7, d1) sont identiques.

(2) Existence

On considére C(X) I'ensemble des suites de Cauchy de (X, d).

(*) Si z = (z)n €t ¥y = (yn)n sont deux suites de Cauchy de X alors (d(xn,yn))n est de
Cauchy dans R. En effet :

|d(zp, yp) — d(@g, Yg)| < [d(@p, yp) — d(g, yp)| +d(2q, yp) — d(g, yg)| < d(p, 24) +d(Yp, Yq)-

Soit £ > 0, comme = = (z,), et y = (Y, ), sont deux suites de Cauchy de X alors, il existe
N, > tel que p,q > N, = d(zp,z,) < €/2 et d(yp,y,) < /2. Donc, |d(xp, yp) — d(x4,y4)| < €,
pour p,q > N..

Ansi, la suite (d(xn, yn))n est de Cauchy dans R et donc converge.

On pose alors §(z,y) = lim,—, 1o d(y, yn). Par passage a la limite, en utilisant les propriétés
de d, on a pour tout x,y,z € C(X) : §(x,y) = (y,x) et 6(x,2) < d(x,y) +d(z,y)

Mais 0(x,y) = 0 % x = y, car on peut avoir

deux suites de Cauchy distinctes qui convergent vers la méme limite dans C(X),

donc ¢ ne définit pas une distance sur C(X). On résoud le probléme, on définissant une re-
lation d’équivalenece qui permettra d’identifier deux suites Cauchy ayant méme limite dans

(X).

On pose 2Ry < lim, 100 d(Tpn,yn) = 0 < 0(z,y) = 0. Alors R est une relation d’équiva-
lence.

et on pose C(X)/R, on note T la classe d’une suite de cauchy z et on définit
§: (C(X)/R) x (C(X)/R) — R:(z,7) = (T,7) = d(z,y)

1. Montrons que & est une application

Ona (z,y)=(,y)er=12, y=y & (x,2') =0, §(y,y') = 0.
D’ow, d’aprés les inégalités ci-dessus, 0(z,y) < d(z,2') +0(2',y') +0(v',y) = d(2', )
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et inversement (2’ y’) < d(x,y),

ainsi §(z,7) = 6(2', )

2. Montrons que § est une distance.

(*) 6(z,9) =0 d(z,y) =0 2Ry < T=7y
(**) La symétrie et I'inégalité triangulaire découlent des relations sur § données ci-

dessus.

3. Montrons que X s’injecte canoniquement dans C(X)/R.

Soit a une constatnte de X, on lui associe la suite contante x4 = (zqx)r € C(X) avec
Tqr = a Vk € N. On définit I'injection canonique j : X — C(X)/R : a — T,

L’injection canonique est une isométrie car 0(T(,], 7)) = (2, 2p) = d(a, b)

4. Montrons que (C(X)/R,d) est complet.

Soit (2™),, une suite de Cauchy de (C(X)/R,J). Noter que chaque ™ est un élément
de C(X) donc est une suite de Cauchy de X. En prenant des représentants cela revient
a considérer une suite (z"), de C(X)/R telle que

Ve > 0 et il existe M. > 0 tel que n,m > M, = 6(a™, 2™) < e.

(a) Posons 2" = (2} ), alors il existe k,, tel que k, k' > k,, d(a}, x}}) < 5.

Procédé diagonal : On considere la suite 2 = (3 ), de X.

(b) Montrons que x = (z}, ), € C(X) Pour m,n,k € N, on a :

d(xp ,xit ) <d(of ,xp) + d(zy, 2) + d(z, 23 ).
Pour k > max(ky, k), on a : d(zy , 2 ) < == + =5 +d(z?, 27 ).
Pour € > 0 il existe M, > 0 tel que d(2";2™) < £ pour m,n > M..

Pour de tels m et n on a alors par définition de 0, d(2}k; 27'k) < § pour k assez

grand.

1 1 €
Ainsi, on obtient d(x? , 2 ) < —.
’ (7, km>_n+1+m+1+2

1

Donc, on peut trouver M”. > 0 tel que pour n,m > M”"., on ait — <

n+1 et

ST

1

3 3 n m
-7 < § ce qui donne d(zy 7}’ ) <e.

Par suite = (2} )n € C(X) c’est-a-dire est de Cauchy comme recherché.

Pour la suite récrivont x = (x?cj );) = (z;);
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(¢) Maintenant montrons qu’on a : lim, ,, 2" =T < lim, o 0(2", z) = 0.
Rappelons que 0(2", x) = lim;_, o, d(27}, 7;).
On a d(z7,z;) < d(z}, ) + d(wy, z5) = d(2}, 23 ) + d(2n, 75).
Soit € > 0. Avec les notations précédentes, on a pour n > M” . et j > max(k,, M”.),

Par passage a la limite suivant j, on a :
vn > M7, 5(1.7171.) = liHljﬁ+oo d(x;'lvxj) < r%&-l + %

1
Par suite pour n > E(—), on a §(2",z) < 2¢. Cfd.
£

5. Il reste & prouver que X est dense dans C(X)/R.

Soit T est un élément quelconque de C(X)/R , on prend un représentant z = (z,),
dans C(X) et on considére la suite de suites constantes (x[,)), (la classe de la suite
diagonale des suites constantes x[, € C(X) s’identifiant avec I'élément a de X d’aprés
I'injection canonique ci-dessus. On a alors 0(2;,], ) = limy_, 4o d(,, 1) < €, pour

tout e > Oet n > M.. On adonc lim,,_, o ¥, = lim,,, o« T[;,,] = T dans (C(X)/R, 5).

O
Applications

1. On a vu que C°([0, 1], R) muni de la norme || f||; = fol f(t)dt n’est pas complet avec la
suite donnée par f,(x) = 2" Le Théoréme ci-dessus dit de fagon abstraite qu’il existe
un complétion de cette espace.

2. Un des objectifs de la Théorie de la Mesure et de I'Intégration est d’identifier ce
complété comme un espace de "fonctions". Le résultat (cf. votre cours d’Intégration)
est que ce completé est L1([0, 1], dx), Pespace des fonctions intégrables quotienté par

la relation d’équivalence "égalité presque partout".

3. Cas général des epaces LY. Si p € [1,00[, on note LP = LP(E, &) Tespace vectoriel

des fonctions p-mesurables sur (E, &), a valeurs réelles o £ est une tribu sur un
ensemble non vide E et p une messure sur &, telles que la fonction |f|? (f € Ep),
soit p-intégrable < [ |f[Pdp < +o0. De plus, grace & la linéarité de I'intégrale, deux
fonctions f,g € LP ont méme intégrale si et seulement si elles sont égales u presque

partout (p.p) : on note f =g p — p.p.
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=

Si f € £P, on pose || f|l, = ([ |fPdu)?,

alors |||, vérifie les propriétés d’une norme sauf une, car ||f||, =0< f =0, u —p.p

Pour pallier ce probléme, on opére ainsi : d’abord, si f et g sont deux fonctions réelles
mesurables, on écrit fRg si et seulement si f = g u — p.p, ce qui définit clairement

une relation d’équivalence sur L£P.

On pose IL» = LP/R. Alors IL? est espace vectoriel quotient dont la topologie quotient
est issue d'une norme (noté encore ||f|[,) qui un prolongement de la pseudo-norme
|| f||, sur £P. En faite c¢’est un espace de Banach (evn complet). Enfin, on vérifie que

LP s’'injective sur une partie dense de LLP.

5.2.6 Application 5 : Topologie somme disjointe

Définition 5.2.7. (proposition)

Soit X;)icr une famille d’espaces topologiques. On dit qu’un ensemble X muni d’applica-
tions f; : X; — X est une somme (ou union) disjointe des X; si pour tout ensemble Y muni
d’applications g; - X; — Y , il existe une unique application ¢ : X — 'Y telle que ¢ o f; = g;
pour tout 1.

L’ensemble X = {(z;,1)/i € I, z; € X;} muni des applications
fi: Xi = Xz — fi(x;) = (x;,1) convient et il est unique modulo une bijection conservant

¢ o fi = gi pour tout i. On note alors X = [],.; X;.

La topologie finale sur X = [1,c; Xi muni de la famille (f;)icr, est appelée la topologie

somme disjointe.

5.2.7 Application 6 : Topologie limite inductive

Définition 5.2.8. (proposition) Soit I un ensemble muni d’un ordre < filtrant croissant
(i.e que pour tous i,j € I, il existe k € I tel que i <k et j < k); pour tout i € I, soit X; un
espace topologique ; f;; + X; — X, une application continue pour tous i,j, tels quei = j; et

supposons fi =1id sii € I et fy;0 fji = fuw sii = j =< k. Un systéeme ((Xi)ier, (fij)) vérifiant
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ces hypothéses, est appelé systéme indutif d’espaces topologiques.
On pose X = | |,c; Xi, Uespace topoplogie "union ou somme disjointe” des X;. On définit

une relation d’équivalence sur X = | |,.; X;, comme suit : pour z; € X; et x; € X; on pose

iel
riRej < Ik elli <k j=k, fulr,)= fej(z;). On note Uesapce quotient qui en résulte par
limX; = (e, Xi) /R = X/R.

Pour toutt € I, soient hy : X; — Uiel X; Uingection canonique classique et p : |_|ZEI X, —
@Xi cx—T. On note fy=poh; : Xy — @Xi alors elle vérifie fy o fi; = f; pour j < t.

La topologie finale sur hﬂXi definie par (f;)icr est appelée la topologie limite inductive.
Sauf mention contraire, [’ensemble ligXi sera muni de cette topologie. Donc, la topologie li-
mite inductive est la topologie la plus fine rendant continue les applications f; : X; — ligXi ;

¢’est aussi par construction la topologie quotient ligXi = (|_|i€[ XZ)/R = X/R.

Exemple 5.2.10. Soit (X,,T,), une suite croissante d’espaces toplogiques. On pose X =
U,, Xn, telle qu'on ait la restriction de topologie suivante T,.1|X, = T,,. Si n < m, no-
tons fom @ Xn — X, Uinclusion canonique. Alors, ((Xn)n, (fmn)) est un systéme inductif
d’espaces topologiques, et on note f, : Xn — @Xn Uapplication associée comme ci-dessus.

On identifie X avec lian par la bijection de ¢ : X — lingn cx — fo(z) siz € X,.
Vérifier que f,'(A) = AN X,.

C’est exemple le plus fréquent de topologie limite inductive que 'on rencontre.

5.3 Topologie Initiale

5.3.1 Approche générale

Définition 5.3.1. Soient X un ensemble, et (Yi,T-’

Z)iel une famille d’espaces topologiques.

On suppose que pour tout i € I, on a une application f; : X — Y;. On appelle topologie
initiale=toplogie de l’ensemble de départ sur X pour la famille des f;, la moins fine

(=la plus petite) des topologies sur X rendant toutes les applications f; continues.
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Maintenant, si T est une solution du probléeme, alors f; ' (T") C T = Uier T CT;
et comme Z = J;¢; £ (T") est une topologie sur X, c’est alors la moins fine (=la plus

petite) des solutions, donc Z =T(y, Uies fi(T7) est la solution cherchée.

i€l T

Une base de Z est
B={BC X/3J finiinclus dans I et (0;);cs avec 0; € T/ . B=\,e, fi '(6:)}

5.3.2 Application 1 : Topologie induite

Définition 5.3.2 (Proposition).

Soient (X, T) un espace topologique et A C X. La topologie Ty sur A la moins fine rendant
continue linclusion canonique i: (A, Ta) — (X, T) : x — x est appelée topologie induite sur
X par T. La topologie induite sur A par celle de X est la topologie initiale pour

Uinclusion canonique i. On a : Ty ={ONA, OecT}.

Exemple 5.3.1. Un sous-espace métrique (X', d") d’'un espace métrique (X, d) est muni de

la topologie induite.

Proposition 5.3.1. Soit (X,T) un espace topologique et A C X.
(1) Les fermés de Ty sont de la forme Fa = FNA ou F est un fermé de T.

(2) Pour x € A, un voisinage de x dans A est de la forme Vo4 =V, N A ot V, est un
voisinage de x dans X.

(3) Si BC AC X, la topologie induite par Tx sur B n’est rien d’autre que la topologie
Tp induite par T sur B.

Preuve 5.3.1. Simple.

5.3.3 Application 2 : Topologie produit

Définition 5.3.3 (Proposition). Soit (X;, T;) une famille d’espaces topologiques quelconques,
non vides.

On pose X = HXi ; on note par pr; : X — X; @ x = (x)jer — pri(z) = x; la i-éme
projection canorﬁc{]ue. La topologie la moins fine sur X qui rend les projections canoniques

pri - X — X, continues, est appelée topologie produit des (X;)ic;-
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La topologie produit sur X est la topologie initiale pour la famaille des projec-

tions canoniques (pr;);c; sur X.

Remarque 5.3.1. .

1) Soit X = HXZ" Les ouverts élémentaires sont de la forme O = H O; ou O; est un
iel il
ouvert de X; et de plus O; # X; sauf pour un nombre fini. Si O; est un ouvert de X;
alors pri_l(Oi) =0; x H X;. Ansi connaissant les O; # X; pour un ouvert O, on
JELj#i
a0 = ﬂ pri ' (O).
O #X;
2) Si 1l est fini, posons I = [1,n] alors les ouverts élémentaires de X = X7 x Xy X ... X

X, = HXi sont de la forme O = 01 x Oy X ... x O, ou O; est un ouvert de X;.
i=1
Proposition 5.3.2. Soit (X,T) un espace topologique et (Y;,T;)ic; une famille d’espaces
topologiques. On pose Y = HY,- et P, .Y — Y, les projections canonique.
iel
Pour que f: X — Y soit continue il faut et il suffit que toutes les composantes

fi=PFiof: fi: X —Y, soient continues.

Exemple 5.3.2. Soit f: R — R*: 2 — (sin(z? + 1), 22 + 3, exp(—z), exp(zsinz)). Comme
les fonctions composantes x — sin(z® + 1), x +— 2z + 1, x — exp(—z) et  — exp(zsinz)

sont continues alors f est continue.

Définition 5.3.4. Soit X = HXZ- un produit d’ensembles et X' un ensemble. Soit f : X —
X' une application. Pour (az)ii et J C I on note f,; Uapplication dite partielle définie par :
fas: H X — X' et fos(x) = f(y) avec
ie\J
x; st 1¢J

Yi = o (5.1)
a; st 1€ J

Lemme 5.3.3. soit (X;, T;)ic; une famille d’espaces topologiques. On pose X = HXZ-

iel
Si f: X — X' est continue au point a = (a;)ier, alors pour tout J C I 1’ application

partielle fq; est continue au point ay = (a;)icr\J

Preuve : Pour i € I, on pose Y; = X;. Si i &€ J et Y; = {a;}. Considérons I’application



5.3. TOPOLOGIE INITIALE 85

or: [[vi — ¥

i€I\J i€l
Ty —>Y

avec ry = (xi)iel J

a; si ieJ

alors ¢ est continue et comme f,; = fo¢; on déduit que f,; est continue.

Exemple 5.3.3. Soit f : R?® = R: (z,y,2) — sin(2? + 1) + 2y + exp(z cos z). Comme
— les fonctions composantes fi : x> sin(z?+1), fo:y > 2y et 3f = z — exp(—z) sont
continues
— h={(f1, fo, f3) { R® = R3: (z,y,2) = (f1(2), fo(y), f3(2)) est continue d’aprés le cas
ci-dessus,
— et g:R* > R: (r,y,2) = x+y+ 2 est continue (facile a vérifier),

— alors f :R3> - R : f = goh est continue.

Remarque 5.3.2. La réciproque de ce lemme est fauz. Pour cela, considérons f : R? — R
avee f(z,y) = s, st (z,y) # (0,0) et f(0,0) =0

On sait que f(x,0) = f(0,y) = 0 donc les fonctions partielles f(.,0), f(0,.) sont conti-
nues. Mais, si « € R* on a f(z,ax) = Tz 7 0, st x — 0. Ainsi, f n'est pas ocniinue en

0.

5.3.4 Application 3 : Ensemble de Cantor et Homéomorphisme

Développement en base b des nombres réelles

=0 bz‘+1 =1

1
On fixe un entier b > 2. La série de terme général = est convergente et y

Ainsi pour toute suite (a;)i>o € {0,...,b— 1} la série >

oo @
1=0 pitl’

converge sur [0, 1].

. N ) . . — 0o i
Théoréme 5.3.4. Lapplication f : {0,...,b— 1} — [0,1] : @ = (a;)i>0 — Z:;O i est
continue et surjective sachant que {0,...,b—1} est muni de la topologie discréete, {0,...,b—

1} de la topologie produit et [0,1] de la topologie usuelle induite par celle de R.

Preuve



86 CHAPITRE 5. TECHNIQUES DE CONSTRUCTION DE TOPOLOGIES

— Continuité : Soit y = f(a) = f((a:)iz0) et Bo(y,r) C [0,1], (r > 0) une boule

1
ouverte. Soit N, un entier tel que N < r et posons U = HNT l{ai} X [Lisn, X
ou X; = {0,...,b— 1}, c’est-a-dire, U est ensemble des suite dont les N, premiers
termes (fixés) sont ag,as,...,ay,—1. Comme les {a;} et X; sont ouverts alors U est

un ouvert. Montrons que f(U) C B,(y,r). Soit ¢ = (¢;)i>0 € U, alors

|f (@) ‘_‘ZZObz—H_ZZObH—l‘ }Z z+1_zz Nrbz+1}
1 too b—1 1 b—1
= PN, Lei=0 it S bN: <rcar 35 pitl

1 +oo | @i+N, — Cit N,
= pN» 1=0 pi+1

=1.

— Surjection : Soit y € [0, 1] montrons qu’il existe @ = (a;);>0 € {0,...,b— 1}N tel que

1

y = f(a). Siy = 1, on pose ag = b—1, si non on pose ag = E(by) alors 0 < y—? < 7

On pose y; =y — &—bo. Siy; = 1, on pose a; = b— 1, si non on pose a; = E(b*y;) alors
1 1
Oﬁyl—b—zﬁﬁ@()_y Zz Obz+1—b2

Par recurrence, on consruit une suite (a)y telle que :

siy— ZZ 0 i =1, on pose a; = b— 1, sl non on pose ay, :E[bk“(y—zk_l i )}

bit1 =0 pi+1
alors 0 <y — ZZ 0 bz+1 S En faisant tendre k ver U'infini, on tire y = ;Og biail
O
Définition 5.3.5. Siy € [0, 1] écriture y = :rog birl dans la preuve ci-dessus est appelé
développement b-adique de y.
Lemme 5.3.5. Si i =1 alors a; = b — 1 pour tout © > 0.

1= Ob+1

Preuve Raisonnons par I'absurde. Sipponsons qu’au moins 'un des a; soit distinct de

b — 1 et notons alors ay le premier entier tel que any < b— 1 Alors, on a :

oo Qi Nlaz b Nlb b—2 +<>ob_1
=0 i1 = Qim0 gt TN V] b < Tk -+ v T leN
bwW—1 b—2 1 ARE|

< bN + pN+1 T pNTL - pNt1 1

O
Lemme 5.3.6. Tout nombre réel y de [0,1] admet au plus 2 développements b-adiques. Plus
précisément

1. siy ne posséde pas de développement b-adique fini, il posséde un unique développement

b-adique ;
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2. sty posséde un développement b-adique fini, il posséde alors exactement deux déve-

N
=0 pi+1

loppements b-adiques, un fini et Uautre infini. Siy = avec ay > 1, estle

développement b-adique fini, alors le développement b-adique infini de x est donné par

 «—N-1 @ ay—1 too b—1
Y=> im0 pitl + pN+1 T 2 i=N+1 pitl

Preuve

1. Raisonnons par l'absurde. Supposons que y ait deux développements b-adiques dis-

. a;
tincts y = 1% —— =Y 1%

=0 pi+1 bz+1

Soit N le plus petit entier tel que ay # cy. Quitte a permutter, on peut supposer que

any > cy+1.0na:

0_’Z+ooa1_i‘_}aN_CN +o00 ai_cz'}>aN_CN | +oo Qi TG
pitt L pN+1 i=N+1 - pit1 = pN+1 i=N+1 - pitl
+o0 AN+14+i — CN41+4
> bN+1 (GN CN — ’ i=0 pi+1 D
AN4+145 — CN4+1+i .

Par suite ay —cy < [ Y15 o |, mais
’ too AN414i — CN+1+Z‘ too [AN414+i — CN+1+Z} 4oo =1 <1

1=0 pit+l — =0 pit+l — =0 pi+1 —

N . L, 1. AN+1+i — CN4144
D’oil, ay — ey < 1 ansion a ay = cy + 1, on déduit que Z:;OS’ pir ’ = 1.

Alors d’aprés le lemme précédent, on a : |ayi14; — ¢nv144| = b — 1 pour tout i. Ansi
pour tout ¢, on soit ay;14; = 0 (et donc cyq14; = b— 1), soit ayy11; =b—1 (et donc

CN41+i = O)-
+o00 CN+1+4i

Supposons que I'un des cy14; soit distinct de b — 1, alors > . piil < 1 d’aprés
le lemme précédent. On a donc :

oo G N-1 Ci CN 1 too CN+1+i N-1 GCi CN 1

=0 pit1 Zz 0 pi+1 bN+1 + pN+1L &=i=0  pit1 Zi:o pi+l + pN+1 + pN+1
Mais, on sait que a; = ¢;, 0 <i < N —1letay =cy+ 1, alors:

oo @i SN a_ . aN 1 o0 ON+14i > 3N~ G CN +1

i=0 pit1 — £=i=0 pitl pN+1 pN+1L £=i=0  pit1 = Lui= 0 bz+1 pN+L

i N-1 G cy +1 Yoo Ui too Gi N1 G CN

On déduit 'Zi:O hitt + N < .o pitl — 24i=0 pitd < Zi:o pitl + pNAL +

1

PN Ce qui est absurde.

2. Veérifier que le développement proposé fait bien ’affaire!!

O

Définition 5.3.6. On définit un ordre sur {0,1,2...,b—1}N. Si (a;);, (b;); € {0,1,2...,b—
1Y, on dit que (a;); est plus petit que (b;); suivant lordre lexicographique si (a;); = (b;);
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ou bien le premier nombre (= le plus & gauche) a; — b; non nul est négatif et on note

(a:)i <iex (b;);.

+oo @i el . +oo GCi
=0 pi+1 Y= 2ui=0 pit+1’

Lemme 5.3.7. Soient x,y € [0, 1] avec x =
Alors (a;); <iex (¢;); = x <y, c’ést-a-dire que que Uapplication

0o .
f: ({O, b= 1N <y ) — ([O, 1], < ) ca = (a;)i>0 — Z;;O sy est croissante.

Preuve Supposons (a;); <jex (¢;);- Les deux suites sont égales alors z = y. Supposons que
les deux suites soit distinctes et soit IV le premier entier tel que ay — ¢y non nul est négatif.

Alors cy —any > 1.

= 400 Ci — @i 400 G — Qi  CN — AN +oo Ci — G4

Yy T Lei=0 il T L<i=N ikl T pNA+1 i>N " pitl
__CN —an i 1 +o00 CN+144 — AN41+4
- pN+L pN+1 £=i=0 pi+l

CN+1+i — ON+1+i
Comme > % | lbz'+1 d <1letecy—ay > 1 alors
CN —an 1
— — >

y—r= pN+1 pN+1 = 0.

Ensemble de Cantor

L’ensemble de Cantor K3 a été introduit en 1883 par G. Cantor. Le point de départ de
la construction est I'intervalle compact Cy = [0, 1]. On obtient alors un fermé C; en retirant
a Cp son tiers médian ouvert |1/3,2/3].

Ainsi ¢y = [0;1/3]U[2/3; 1].

A I’étape suivante on fabrique C, en appliquant la méme construction a chacun des deux
intervalles fermés constituant C; et ainsi de suite.

On fabrique de la sorte pour tout n > 0 un fermé C,, de [0, 1] dont on voit par récurrence
qu’il est formé de 2" intervalles compacts deux a deux disjoints de méme longueur 1/3™.

L’ensemble de cantor est K3 =,.,Cy.

Faire un dessein
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Plus explicitement, on voit par récurrence sur n que C, est la réunion disjointe des

+1 .
compactes C), , = [ q q—}, ol 0 < ¢ < 3"—1 dont I'écriture en base 3 ne comporte aucun

chiffre égal a 1 (voirgla pr?())position ci-dessous). Le complémentaire de C), dans [0, 1] est quant
alui formé de 142 4+ 22 + ... + 2" 1 =27 — 1 intervalles ouverts deux a deux disjoints de
longueur comprise entre 1/3 et 1/3™ .

De plus, pour tout k € {1,...,n}, on a 2! intervalles ouverts de longueur 1/3* dans le

complémentaire de C,, qui est la réunion (disjointe) du complémentaire de C,,_; et des 2!

intervalles ouverts de diamétre 1/3" :
3¢g+1 3g+2
ng — :| 3n ’ 3n

[, ol 0 < g < 3" — 1 dont I’écriture en base 3 ne comporte aucun
chiffre égal & 1 (voir la proposition ci-dessous).

On note a,, = (3¢ +1)/3" et by, = (3¢ + 2)/3" les extrémités de I'intervalle ouvert I,, ,.
On peut remarquer que chacune de ces extrémités est dans tous les C,, et appartiennent donc

en fait a K3 qui est donc non vide.

Proposition 5.3.8. L’ensemble de Cantor K3 est formé des réels de [0, 1] ayant un dévelop-

pement triadique (= en base 3) ne comportant pas de 1.

Preuve On va montrer que le complémentaire de K3 est formé des réels dont tous les

développements en base 3, comportent au moins un coefficient égal & 1. On note D cet

+oo Qi

ensemble. On rappelle que application f : {0,...,b—1} = [0,1] : @ = (a;)iz0 — D10 TESE

est croissante, continue et surjective.
1. K3 C D? Soit n > 1 un entier et 0 < ¢ < 3" ! — 1 un entier dont ’écriture en base 3
ne comporte aucun coefficient égal a 1.

Ecrivons alors ¢ en base 3 : ¢ = ap3" 2 + a13" > + ... + a,_»3° avec a; € {0,2}.

_ B¢+l Qo | 1 Un-3 Gpo 1
Gan = Ty = ? + ? et 3n—2 T gn—1 T 3727 f((ao’al"'7an72717070?"'))
ap a Ap—3  Qp_ .
et by, = (3%1'2) = 30 + 3—; +...+ 3n7§ + 3nj + 3n s en transformant b,, en dévelop-
pement 3-adique infini, on a :
_ (3¢42) _ @0 | (1 Up-3 Q-2 1 o 2
bq’n — 3n — ? + ? + PN + 371_2 + 3"‘1 + 3_n + Zi:n—‘d ﬁ

— f((ao,a,l..-,a/n—2a172727"'))

. Ci )
Soit x € I, alors a,, < = < by, Posons z = > 72 —— alors forcément :

i20 gi+1

(a0a"'7an—271707 O)) Slex (007'"7Cn—27cn—lacn7-") Slex (CL(),CLl '-‘7an—2’172727"'
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eme

Par identification au niveau de la (n — 1)*™° composante on a ¢, 1 = 1.

. a; .-
2. D C K37 Soit x € D, posons x = Zf;o 31_Ji1 un développement triadique de x dont
I'un des coefficients est égal & 1. On note n le plus petit entier tel que a,,_; = 1. On a
alors ag,...,a,—2 € {0,2} et en notant ¢ l’entier dont 1’écriture en base 3 est donné

par g = a03"*2 + a13"*3+, Lot an_230,

On pose a,, = (3'1“ et bq7 (3?;2).
Ap—3 Oy 1 )
Ona:a,,= (3?;[1) = 3 + 7 L 3”_—; + 3n_f + 30 en transformant en dévelop-
pement 3-adique infini, on a :
_ (Bg+l) _ ag ay Qan—3 ) 0 0o 2
Aq.n 3n _§+§+"'+3n—2+3n—1+3_n+21=n+1%

= f((ao,a1 ce ,an_2,0,2,2, .. ))
Le développement triadique fini de b,,, est

_ (8¢g+2) ap—3 Ap—2 2 o
qu_ %n = 3—|—§+ —|—3n_2—|—F—|—3—n—f((a(),al...7an_272,0,0,...))

Par construction :

(ao,...,an_2,0,2,2,...) <lex (Co,...,Cn_Q,Cn_l,Cn,...) <lex (CL(),CLl...,CLn_Q,Q,0,0,... )

doc en conposant par f on a: ag, < x < by, cest-a-dire z € I,

O
Théoréme 5.3.9. Homémorphisme {0,1}" = K3
Leapplication ¢ : {0, 1} — K3 : (a;); = >, 3—;1 est un homéomorphisme de [0,1]N, muni
de la topologie produit des topologies discrétes, sur Kj.
Preuve
1. Injectivité Soient @ = (a;);,¢ = (c;); € {0,1}". Supposons @ # ¢, montrons que

(@) # ¢(¢). Soit N, le plus petit entier tel que ax # ¢y alors

2a; 2¢;
|§0( Z 32?—1 Z 3:,—1‘ o } Z 3z+1

2|(1N — | ) 2|CLN — cn| 1 ] 2(aN+14+i — CN41+i)
3N+1 Z } 3z+1 = 3N+1 o 3N+1 Z ‘ Ji+1 ’
i>N
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1
) 2(an414i — CN1144) ) 2 Y
+o0 +1+1 +1+4e +00 o o
Mais > 75 S } <> prs lim; o0 3 X o
. _ _ 2|aN — CN‘ 1 2 1 1
Ansi [p(a) — ¢(¢)] = 3NT1  3N+1  3N+1 3N+l 3N+l © 0

2. Continuité : S’inpirer du théoréme précédent.

3. Bijection réciproque On a déja prouvé que les élements de K5 ont une développement

triadique ne contenant pas de 1, donc ¢ est surjective. Si z € Kj, il existe A\, = ()\2(3:))Z

— 00 2)\1 T
tel que z = p(\,) = Y5 31‘451)

ol )\Z K3 — {O, 1}
Comme le développement illimité est unique alors ()\,(x))Z est unique, par suite
A= (N)i: K3 — {0,1}" est bien une application et o A(z) = 2. Ansi ¢ est bijection

de réciproque A.

4. Continuité de la bijection réciproque Si la ieme projection est p,; : {0,1}N — {0,1}

alors \; = p,; o A. Comme les p,; sont continus par définition de la toplogie produit,
la caractérisation de la sous-section précédente, permet de montrer que A est continu

si chacun des \; Dest.

Si |z —y| <

NI alors \;(x) = X\(y) pour ¢ = 0,1,..., N alors car en utilisant
la preuve par ’absurde utilisée pour la continuité ci-dessus, on voit que si N’ est

le premier entier tel que \;(z) # \i(y) alors |z —y| > Ansi pour j > 0, si

3N77+1 .

1
|z —y| < T alors \;(z) = \;(y) donc A; est continue. Par suite A est continue.

5.3.5 Application 4 : Topologie limite projective

Définition 5.3.7. (proposition)
Soit I un ensemble muni d’un ordre < filtrant croissant (i.e que pour tous i,j € I, il

existe k € I tel quei <k et j < k).

Pour tout i € 1, soit X; un un espace topologique ; fi; + X; — X; une application continue
pour tous 1,7, tels que i = j; et supposons fi; =id sii € I et fijo fir = fix 561 =5 X k.

Un systéme ((XZ-)Z-GI, (f,) vérifiant ces hypothéses est appelé systéme projectif d’espaces to-
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pologiques.

On pose X = [],c; Xi, espace topoplogie produits des X;. On note le sous esapce @Xi =
{z = (vi)ier € X/ fij(x;) = x:} pouri < j.

Pour tout t € I, soit p, : X = [[,c; Xi = X la projection canonique classique et on note
fi la restriction de p; a 1&1)(1

La topologie initiale sur @Xi definie par (f;)icr est appelée la topologie limite projective.

Sauf mention contraire, l’ensemble @Xi sera munie de cette topologie.

Done, la topologie limite projective est la topologie la plus moins fine rendant continue les

applications f; : @Xi — X ; c’est aussi par constrution la topologie induite par X = [],.; X;

sur @XZ

5.4 Superposition de structures algébriques et topologiques

5.4.1 Groupes topologiques

Définition 5.4.1. .
1. Un groupe G (noté multiplicativement) est un groupe topologique s’il est munie
d’une topologie rendant continue les opérations de bases

GxG—G: (v,y)—>x*y

G—G: xr—z!

2. Un morphisme de groupes topologiques entre deuxr groupes topologiques est un mor-
phisme de groupes qui est continu. Un isomorphisme de groupes topologiques est un
isomorphisme de groupes qui est un homéomorphisme. Deux groupes topologiques sont

1somorphes s’il existe un isomorphisme de groupes topologiques de ['un sur [’autre.
Exemple 5.4.1. (Exercices)

1. 8t = {z € C/|z| = 1} munis de la topologic induite est un groupe toplogique.

2. Si (G)ier est une famille de groupes topologiques alors l’ensemble produit G = [],.,; G;

est un groupe toplogique muni de la toplogie produit.
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3. Soit M,,(K) avec K = R ou C, I"anneau des matrices carrées d’ordre n. Soit GL,,(K) =
{A e M, (K)/Det(A) # 0}
La multiplication GL,,(K) x GL,(K) — G : (A, B) — Ax B est polynomiale en les
coefficients de A et B donc, elle est continue.

De méme, Uinverse GL,(K) — GL,(K): A A™! = Detl(A) ‘Comat(A)

est une fonction rationnelle (de dénomineteur non nul) en les coefficients de A, donc

elle est continue.

Par suite GL,(K) est un groupe toplogique.

5.4.2 Anneaux et Corps topologiques
Définition 5.4.2. .

1. Un anneau topologique est un ensemble A muni d’une structure d’anneau et d’une
structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que les applications
Sa: AXA— A: (z,y)— -y
Py:AxA— A: (x,y)— 2.y
sont continues.
En particulier, le groupe additif (A,+) est un groupe topologique.
2. Un morphisme d’anneaux topologiques entre deux anneaux topologiques est un mor-
phisme d’anneauxr qui est continu. Un isomorphisme d’anneaux topologiques est un

isomorphisme d’anneaux qui est un homéomorphisme. Deuzr anneauz topologiques sont

1somorphes  s’il existe un isomorphisme d’anneaux topologiques de ['un sur l’autre.
Exemple 5.4.2. .

1. Soit A un anneau topologique et B un sous anneau de A, muni de la topologie induite,

alors B est un anneau topologique.

2. Soit (Ai)ier une famille d’anneauz topologiques, et A = [[,.; Aimuni des structures

d’anneau produit et d’espace topologique produit, est un anneau topologique.

3. Par continuité des opérations, ['adhérence d’un sous-anneau d’un anneau topologique

est encore un Sous-anneau.
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4. Uanneau Z/p"Z, est un anneau topologique si on le muni de la topologie discréete,. Muni
de la structure de sous-anneau de 'anneau produil [, . Z/p"Z, 'espace topologique

limite projective Z, = I'LnZ/p”Z, est un anneau topologique.
Définition 5.4.3. .

1. Un corps (commutatif!) topologique est un ensemble K muni d’une structure de corps

et d’une structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que les applications

Sk: KxK—K: (z,y)—z—y
Pr:K*x K — K: (v,y)— a2 'y

sont continues.

En particulier, les strutures (K,+) et (K*, x) sont des groupes topologiques. Toute

application polynomiale P : K™ — K est continue.

2. Un morphisme de corps topologiques entre deux corps topologiques est un morphisme
de corps qui est continu. Un isomorphisme de corps topologiques est un isomorphisme
de corps qui est un homéomorphisme. Deux corps topologiques sont isomorphes s’il

existe un isomorphisme de corps topologiques de l'un sur lautre.

5.4.3 Espaces vectoriels topologiques

Définition 5.4.4. .

1. Un espace vectoriel est un espace vectoriel topologique s’il est muni d’une topologie

rendant continue les opérations de base

Sg: EXE—FE: (x,y)—x+y
P KxE—FE: (\z)— Az

En particulier, le groupe additif (E,+) est un groupe topologique. Les translations
bty —y+x, oux € FE, sont des homéomorphismes. Les homothéties hy : y — Ay,

ou A € K, sont des homeomorphismes.

2. Un morphisme d’espaces vectoriels topologiques entre deuzr espaces vectoriels topolo-
giques est une application lineaire qui est continue. Un isomorphisme d’espaces vec-

toriels topologiques est un isomorphisme lineaire qui est un homéomorphisme. Deux



5.4. SUPERPOSITION DE STRUCTURES ALGEBRIQUES ET TOPOLOGIQUES 95

espaces vectoriels topologiques sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espaces

vectoriels topologiques de ['un sur [’autre.

Exemple 5.4.3. .

1. On a vu au chapitre 2, que si (E, ||.||) est un espace vectoriel normé alors les opérations
de bases sont continues donc, est un espace vectoriel topologique pour la topologie

découlant de cette norme

2. On a vu que X est un espace vectoriel normé et'Y est un sous-espace vectoriel fermé

X, alors X/Y est un espace vectoriel toplogique muni de la topologie quotient.
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Chapitre 6

Espaces compacts, Espaces localement

compacts

Nous commencons par rappeler 'utilité de la compacité évoqué dans les esapces métriques
du chapitre 1 et qui reste valable dans le cas général.

L’utilité de la notion de compacité vient du fait qu’elle permet en général, de ramener
des problémes de complexité apparemment infinie a 1’étude d’un nombre fini de cas (< de
tout recouvrement d’ouverts on peut extraire un recouvrement fini).

Le terme de compacité évoque la notion d’étroitesse. Ainsi dans un espace topologique
compact, il n’est pas possible de mettre une infinité de points sans qu’ils s’accumulent quelque

part (< lexistence des valeurs d’adhérences dans les espaces métriques).

6.1 Espaces compacts

Définition 6.1.1. Un espace toplogique (X,T) est dit pre-compacte ou vérifie la pro-
priété de Borel-Lesbegue, si de tout recouvrement de X par des ouverts, on peut extraire
un recouvrement fini c-a-d st X = U;erU; ou U; est un ouvert, alors il existe Uy, ..., U, tel

que X = U U;.

Définition 6.1.2. Un espace topologique (X, T) est dit compacte, s’il est séparé et pre-

compact.

97
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exemple : voir chapitre 1 sur les espaces mtriques.

Proposition 6.1.1. Un espace topologique (X, T) est compact ssi il est séparé et pour toute
famille (F})ier, de fermés (X, T) dont Uintersection est vide, on peut en extraire un nombre

fini de fermés dont l'intersection est vide.

Preuve Utiliser le complémentaire 0
Compacité des espaces métriques

On prouvé les équivalences suivantes dans les espaces métriques.

(X, d) est compact=

"Pour tout recouvrement de (X, d) par des ouverts (U;);cr, on peut extraire un recouvrement fini

I

Toute suite (x,), d’éléments de (X, d) admet une valeur d’adhérence [

0

X est complet et totalement borné

0

Pour toute famille (F;});cs, de fermés (X, d) dont l'intersection est vide,

on peut en extraire un nombre fini de fermés dont l'intersection est vide

Définition 6.1.3. .

- Une partie A d’un espace topologique séparé (X, T) est dit compact si (A, Ty) est compact
en tant que sous espace topologique.
- Une partie A d’un espace topologique séparé (X,T) est relativement compacte si A est

compacte.
exemple : voir les espaces métriques du chapitre 1

Proposition 6.1.2. Si (X,T) est un espace topologique compact et F' est un fermé de X

alors F' est compact.

Preuve La preuve découle du fait que si F' est fermé, alors, les fermés de F' sont aussi

des fermés de X. O
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Théoréme 6.1.3. Soit (X, T) un espace topologique sépare.
1. Si K est une partie compacte de X et x € X \ K, alors, il existe deuz ouverts disjoints

Ok et O, tels que K C Og et x € O, .

2. 8i Ky et Ky sont deuz compacts disjoints de X, alors, il existe deux ouverts disjoints

O; et Oy tels que K1 C Oq et K9 C Os.

Proposition 6.1.4. Dans un espace topologique séparé (X,T), une partie A compacte est

fermée.

Preuve Il suffit de montrer que A° est un ouvert.
Soit z € A°, comme A est compact, alors, d’aprés la proposition précdente, il existe deux
ouverts disjoints O4 et O, tels que A C Oy et z € O,, donc z € O, C A°. Ce qui prouve

que A€ est ouvert et donc A est fermé. O
Corollaire 6.1.5. Dans un espace topologique compact, les compacts sont les fermés.

Nous donnons ici, une notion parfois utile quand on veut utiliser des arguments de com-

pacité pour des ensembles qui ne sont pas fermés.

Définition 6.1.4. On dit qu’une partie A d’un espace topologique séparé (X, T) est relative-

ment compacte si sont adhérence est compacte.

Proposition 6.1.6. Soit (X, T) un espace topologique séparé tout sous-ensemble d’une partie

relativement compacte est relativement compacte.

Preuve Soit A relativement compact et B C A, alors B C A. Comme A est compact et

B est fermé alors B est compact.

O

Proposition 6.1.7. Dans un espace topologique séparé, une union finie de compacts est

compacte.
Preuve Simple. 0

Proposition 6.1.8. Dans un espace topologique, une intersection quelconque de parties com-

pactes est compacte
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Preuve Simple (s’inpirer du cas des espaces métriques). 0
On va rappeler trois résultas qui restent équivalents si on admet 1’un comme
un axiome, et qui jouent un role important en mathématique fondamental (voir le cours

d’algére ou de logique).

Proposition 6.1.9. (Azxiome du choiz).

Soient X et Y deuzr ensembles. Etant donné une application F de X dans ’ensemble P(Y)
des parties de Y telle que, pour tout x € X, on ait F(x) # 0, il existe une application [ de
X dans Y telle que, Vx € X, on ait f(x) € F(x).

Proposition 6.1.10. (Théorme de Zermelo).

Sur tout ensemble E, il existe un bon ordre.

Proposition 6.1.11. (Lemme de Zorn).
Soient E un ensemble ordonné inductif et o un élément de E. Il existe un élément maximal

M de E tel que o« < M.

O
Le Lemme de Zorn est ce qu’on appelle un théoréme d’existence, il nous dit q’une partie
maximal existe sans nous donner une méthode (un algorithme) pour le construire. Raison

pour laquelle on évite de I'utiliser dans une preuve a chaque fois que de possible.

Le Lemme de Zorn a de multiples applications parmi lesquelles, I'existence d’une base
pour tout espace vectoriel E sur un corps commutatif X (théoréme de la base incom-

plete).

Théoréme 6.1.12. (Théoréme de Tychonoff). Un produit quelconque d’espaces topolo-

giques compacts est compact

Nota Bene Dans ce théoréme, on va utiliser le Lemme de Zorn pour démontrer le
cas général, mais dans le cas fini, le résultat peut étre démontrer sans le lemme de Zorn, de

méme dans le cas dénombrable pour les espaces métriques, on peut utiliser le

procédé diagonal de Cantor déja rencontré sur la completion métrique pour le montrer .
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Preuve

Soient Xj,i € I des espaces topologiques compacts non vides et X = [],_, X;.
Séparation : Soient © = (x;)ier # ¥y = (¥i)ier € X, alors, il existe iy tel que x;, # y;, dans
X, qui est séparé par hypothese. Donc il esxiste deux ouverts disjoints O, ;,, O, ;, contenant
Ty, Vi, Tespectivement. Par suite O, = O, ;, X Hi#io X; et Oy = Oy % Hi#o X, sont deux
ouverts disjoints de X, contenant x,y respectivement.

Propriété de Borel-Lebesggue :

Soit F une famille de fermés de X vérifiant le propriété P suivante : "toute intersection
finie d’éléments de F est non vide". On va montrer que (.- H # 0.

Soit A = {B C P(X)/F C B, et B vérifiant le propriété P}. A est non vide car F € A.
Ordonnons A par Uinclusion. Soit (B,,) une suite croissante déléments de A. Posons B =
Unen Br- Une intersecttion finie d’éléments de B est aussi une intersection finie de I'un des
B, car la suite des B, est croissante, par suite cette intersection est non vide. Donc, il est
clair que A est inductif, et donc le Lemme de Zorn implique qu’il existe un élément maximal
F contenant F.

Notons que la maximalité de F implique que toute intersection finie d’éléments de F
appartient a F et que toute partie de X qui rencontre tout élément de F appartient a F.

Pour tout 7 € I, soit p; la projection de X sur X;. Si Gc; une famille finie d’éléments
de F, alors Pi(Njes Gj) € Nyespi(Gy) comme (e, Gy # 0, alors (,c, pi(G;) # 0, par
suite toute intersection finie d’ensemble de la forme p;(G), G € F est non vide. On passe
a I'adhérence, et on a alors en particulier "toute intersection finie d’ensemble de la forme
m, G € F est non vide". Comme X; est compact ceci implique "I'intersection de tous les
fermés de la forme m, G € F est non vide, ainsi, il existe x; € X; appartenant a tous les
»i(G),G e F.

Soit V' un voisinage de x = (z;)c; dans X, de la forme V = [].., Vi avec V; est un
voisinage de X; et V; = X, sauf pour un nombre fini d’indices ¢ que 'on note iy, ..., %,,
alors par définition de la topologie produit, V = ﬂ?zlp;jl(l/;j). Comme z; € m, VG e F
alors p; (Vi) G # 0, VG € F. Alors, d’aprés ce qui précéde p; '(Vi) € F et donc V =
m;;lp;l(vij) € F. Par suite, par définition de F, on a V NG #0,VG e F. Par conséquant,
VN F #0,VF € F, et comme V est un voisinage arbitraire de = alors x € F = F, VF € F.
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On conclut que (per F # 0, comme désiré. CQFD. O

Théoréme 6.1.13. Soient (X,T') et (X', T") deux espaces topologiques séparés. L’image d’un

compact par une application continue de X dans X' est compacte
Preuve (voir le chapitre 3) O

Proposition 6.1.14. Toute fonction continue sur un espace compact a valeurs dans R est

bornée et atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Preuve Soit (X,7") un espace compact (séparé) et f: X — R, continue, alors f(X) est
compact. Donc f(X) est fermé et borné, par suite contient ses bornes supérieure et inférieure
dans R.

O

L’image réciproque d’un compact n’est pas forcément un compact méme sur les espaces
métriques.

Cette remarque motive la définition suivante

Définition 6.1.5. On dit qu’une application continue f : X — X' o0 (X,T) et (X', T")
deuz espaces topologiques séparés, est propre si pour tout compact K' de X' l'image réciproque

JYK'") est un compact de X.

Théoréme 6.1.15. (Topolgie quotient et compacité) Soient (X, T) un espace topologique
compact et R une relation d’équivalence sur l’ensemble X. Alors lespace topologique X/R
est séparé si et seulement si la relation R est fermée. De plus, si ces conditions sont satisfaites,

X/R est compact.

Preuve

1. Séparation
=) Supposons X/R séparé et montrons que R est fermé c’est-a-dire 7 : X — X/
R : x — T est fermé. Soit F', un fermé, posons G = 7(F) et montrons que G est
fermé en montrant que G° est ouvert. Soit T € G = 7(F). Pour tout y € G = «(F),

il existe deux ouverts disjoints Oz 5 et Wzy de X/R contenant T et § respectivement.

Comme 7 est continue alors U yeqor(r) 7! (@z5) est un recouvrement d’ouvert de F,
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comme F' est compact (car fermé dans un compact),on peut extraire un recouvrement
fini : ' C ULy §,cqmnim) 7 (@zy,). Alors on a un recouvrement fini : G = 7(F) C
U=, J,€G=n(F) W5, €t de plus Nz, 7,€G=n(F) @fg est un ouvert contenant T et contenu
dans G° comme désiré.

<) Réciproquement, supposons que R est fermé c’est-a~dire 7 : X - X/R: 2z — T
est fermé et montrons que X/R séparé.

Soient T # ¥ deux points distincts de X/R. Alors 771 ({Z}) et 71 ({y}) sont des fermés
du compact X, donc sont des compacts. Comme T # ¥ alors 7~ '({Z}) et 7' ({5})
sont disjoints, par suite, comme vu précédemment,il existe deux ouverts disjoints Oz
et Oy contenant 71 ({Z}) et 7' ({y}) respectivement.

On va construire des ouverts saturés disjoints Oz, et Oy contenant 7 *({ZT}) et
71 ({y}) respectivement.

Comme 7 est fermé, posons F, = X \ Oz alors G, = 7(F,) est un fermé de X/R,
contenant J et ne contenant pas T. Ponsons Oz, = X \ 7 1(G,) = X \ m(7(F,)),
alors c¢’est un ouvert saturé de X, tel que W‘l(W(OE,S)) = Ozs C Oz , et de plus il
contient 7=1({Z}) et ne contient pas 771 ({y}).

De fagon similaire, il existe un ouvert saturé Oy, = X \ 7 1(G,) = X \ 77 (7(F,)),
tel que 771 (7(0y,)) = Og,s C Oy , et de plus il contient 7~ ({F}) et ne contient pas
(7).

Comme Oz et Oy sont disjoints, alors Oz, et Oy s sont deux ouverts disjoints de X/R

contenant T et 7 respectivement. Par suite X/R est séparé.
2. Découle du fait I'image d’un compact par une application continue est un compact :
m(X)=X/R
O
Exemple 6.1.1. Dans le chapitre 2, on avait montrer que si (X,||.||) un espace vectoriel

normé et Y C X un sous-espace vectoriel, alors X/Y est séparé si et seulement si Y est

fermé.

On a déja prouvé que si un espace métrique (X,d) est compact, alors, il est totalement
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borné et donc admet une base dénombrable d’ouverts.
On va montrer que cette proprité caractrise en faites les espaces métriques en prouvant

la réciproque.

Théoréme 6.1.16. Tout espace topologique (X, T) compact admettant une base dénombrable

d’ouverts est métrisable.

6.2 Espaces localement compacts

Définition 6.2.1. On dit qu’un espace topologique (X,T) est localement compact si tout

point de X admet une base de voisinages compacts.

Nota Bene : Dans le cas des espaces métriques, cette définition signifie que, pour tout

xr € X, il existe r > 0, tel que, pour ¢t < r, la boule fermé By(z,t) est compacte.

Exemple R est localement compact.

Proposition 6.2.1. Soit (X,T) un espace topologique dont tout point admet un voisinage
compact. Soit K un compact de X et U un ouvert de X contenant K. Alors, il existe un
ouvert V tel que V soit compact et K C V. C V C U. En particulier, X est localement

compact.

Preuve

Si U = X, il suffit de recouvrir K par un nombre fini de voisinages compacts de points
de K ce qui est possible puisque K est compact. Ceci implique, dans tous les cas, que K est
contenu dans un ouvert G relativement compact.

Supposons U # X et soit A = X \U. D’aprés la proposition 6.1.3, pour tout x € A, il existe
un ouvert W, contenant K tel que x ¢ W,. Alors les ensembles A\ G\ W,, z € A, forment
un famille de fermés dans un espace compact dont I'intersection est vide. Elle posséde donc
une sous-famille finie Aﬂ@ﬂWx, 1 < i < n, d’intersection vide. Il suffit donc de prendre

V=G ﬂ1§z§n W,
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Proposition 6.2.2. Soit (X,T) un espace métrique localement compact, alors, tout sous-

espace ouvert et tout sous-espace fermé est localement compact.

Preuve : A faire
OJ
Comme pour la notion de complétude, on peut agrandir un espace topologique (X,7') en
un espace toplogique ()?,T\) tel que X est dense dans X et X est compact. Il y’a plusieurs

facon de s’y prendre, mais, ici on va présenter la compactification d’Alexandrov X pour un

espace localement compact X.

Théoréme 6.2.3. (Compactification d’Alexandrov) Soit (X,T) un espace topologique
localement compact et non compact. Il existe un espace topologique compact ()?, f) tel que X

soil un sous-espace dense de X tel que X \ X soit réduit & point. (Ce point est dit point a
Uinfini).

De plus, si X est un espace topologique compact tel que :
1. il emiste p : X — X qui est un homéomorphisme de X sur o(X),
2. X\ p(X) est réduit ¢ un point,
3. p(X) est dense dans X,

alors X et X sont homéomorphes.

Preuve : Construction du compactifié :

On ajoute un point & X, appelé point a l'infini et note co et on pose :
X=X{octetT=TU {OU()A(\K)/O est un ouvert de X et K est un compact de X }.

T est bien une topologie car
-si K;, i =1,...,n est un nombre fini de compacts alors ﬂ:;l()? \ K;) =X\ Ui, Ki)
-etsi K;, i € I,...,n est une famille quelconque de compacts alors Uiel()? \ K;) = )?\
ﬂie[ Ki)7

et sa restriction a X est 7T

Densité : X est dense dans X car un voisinage de oo contient, par définition, le complé-
mentaire d’un compact de X et que ce dernier ne peut étre vide puisque X n’est pas compact

par hypothése.
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Unicité a homéomorphisme prés : Soit ¢ : X — X l'injection canonique, comme ¢ : X —

X qui est un homéomorphisme de X sur ¢(X), alors h = poi™':i(X) = X — ¢(X) est un
homéomorphisme. Si 50 = X \ ¢(X), on pose h(co) = 0, et h(z) = h(x), Vo € X. Pour h
est un homéomorphisme de X sur X , il suffit de montrer qu’elle est continue en co. Soit v
est un voisinage ouvert de 50, X \ V est un compact contenu dans o(X), donc (2)"H(X\V) =
h=Y(X \ V) est compact dans i(X) = X, ce qui montre que (B)2(V) = X \ h=1(X \ V) est

un voisinage de oo dans X.



Chapitre 7

Connexite et Connexite par arcs

D’un point de vue éthymologique, "étre connexe" c¢’est "étre constitué" en "un seul mor-
ceau'. Nous allons en fait nous intéresser a cette notion et la traduire en termes topologiques.
On utilise cette notion de connexité pour passer du local au global. La connexité est aussi
utilisée pour prouver qu’'un segment n’est pas homéomorphe a un cercle, qu’un cercle n’est

pas homéomorphe a une sphére etc.

7.1 Connexité dans les espaces topologiques

Proposition 7.1.1. Soit (X,T) un espace topologique. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :
1. Toute application continue f: X — {0,1} est constante.
2. Il n’existe pas de partition de X en deux ouverts non vides de X.
3. Il n’existe pas de partition de X en deux fermes non vides de X.
4. Les seules parties de X a la fois ouvertes et fermées sont X et ().

Définition 7.1.1. Soit (X, T) un espace topologique. On dit que X est connexe si X vérifie

["une des conditions équivalentes de la proposition précédente.

NB : D’un point de vue intuitif, un espace métrique connexe est un espace métrique fait

d’un seul morceau (sans trou!!).

107



108 CHAPITRE 7. CONNEXITE ET CONNEXITE PAR ARCS

Définition 7.1.2. Soit (X,T) un espace topologique. Une partie A C X est connexe si

(A, T4) est conneze.

Proposition 7.1.2. Une partie A de (X, T) est connexe si et seulement si l’existence de deux

ouverts disjoints Oy et Oy de (X, T) tels que A C O1|J Oy entraine A C Oy ou A C Os.
Preuve : A faire. O

Exemple 7.1.1. .

1. R est connexe s’il est muni de la distance usuelle d,, mais ne 'est pas s’il est muni de

la distance discréte d,.

2. G =]—2,3|U{6} nest pas connexe muni de la distance induite par la distance usuelle

d, de R.

3. Q= (QN)] - oo, \/7[) U(Q NIV7, +o0[) n'est pas conneze muni de la distance usuelle
dy.

Théoréme 7.1.3. (Composante onnexité de R)

Une partie A de (R, d,), est connezxe si et seulement si A est un intervalle.

Théoréme 7.1.4. (Connexité et Continuité)

L’image d’un connexe par une application continue est connere.

Corollaire 7.1.5. (Théoréme des valeurs intermédiaires) Si f € C°(X,R) avec (X, T)

espace topologique conneze, alors f(X) est un intervalle.

Proposition 7.1.6. (Réunion) Soit (A;)ic; une famille de parties connexes d’un espace
topologique (X, T). On suppose qu’il existe ig € I tel que A,y (A4; # 0,Y5 € I, alors la

réunion A =\)._, A; est connezxe.
i€l

Preuve Soit (4;);c; une famille de parties connexes telle que pour tout i,5 € I, A;(A; #
(. Supposons qu'il existe deux ouverts disjoints Oy et O, tels que A = (J,.; A € O1J O..
Pour un i € I fixé, A;, est connexe et inclus dans A C O, |J O,. Cela entraine A;; C O; ou
A, C Oy. Si A;y C Oy, comme A;(A;, # 0 et A; est connexe, alors, A; C O;. Par suite
A= ;s Ai C Oy. Idem, si Si Aj) C O, alors A= J,.; A C Os. O

Pour la connexité d’une réunion, on recontre fréquemment la version suivante.
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Proposition 7.1.7. Soit (A;)ier ou I ={0,1,...,p} est fini ou I = N,une famille de parties
connexes d’un espace topologique (X, T). On suppose que A;(Ai1 # 0,Vi € I, alors la

réunion A = J,.; Ai est conneze.
Preuve : A faire OJ
Exemple 7.1.2. (Le peigne des topologues) Dans R?, on pose
A, ={(z,0) e R*/0 <z <1} U {(%,y) cR*>0<y<1}, neNn<l1

A ={(2,0) e R*/0 <2 <1}U{(0,y) e R*,0 <y < 1}

schemas

Chaque A,, est la réunion de 'image de deuz intervalles dans R?, dont ['intersection est
non vide, c’est donc un connexe. D’aulre part, ﬂnzl A, # 0. Donc Uespace P = Un21 A, est

connexe. On 'appelle le peigne des topologues

Composantes connexes

Une application du résultat précédent est que pour tout point x d'un espace topologique
(X, T), I'union de toutes les parties connexes de X contenant z est connexe. C’est le plus

grand connexe contenant z. On définit ce connexe dans ce qui suit.

Définition 7.1.3. Soit (X,T) un espace topologique quelconque. Pour tout point x de X,

on appelle composante connexe de x et on note C(x) le plus grand connexe contenant x :

C(I) = UaceC, conneze C.

Avec cette notation, il est clair que deux points x et y appartiennent & un méme connexe

si et seulement si C(z) = C(y).

Proposition 7.1.8. La relation "appartenir & un méme connexe” qui se traduit par C(x) =
C(y) est un relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les composantes connexes

de X. Ainsi, les composantes connezres de X forment une partition de X.
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Preuve A faire. 0

Nota Bene X est connexe si et seulement si X n’a qu’'une seule composante connexe.

Exemple :
- Si U est un ouvert de R muni de la topologie usuelle, alors U est reunion d’intervalles
ouvert deux a deux disjoints qui sont des composantes connexes ouvertes.
- SiV =]2,5]U[6, 7] U]10, 14[ a 4 composantes connexes qui sont |2, 5], [6,7] et ]10, 14].
O

Proposition 7.1.9. Soit x un élément de l’ensemble de Cantor Ksz. Sa composante conneze

dans K3 sera réduite au singleton {x} (donc Uintérieur de Kj est vide).

Preuve On rappelle qu’on a vu au chapitre 2 que : application ¢ : {0,1}Y — Kj :

2(1,1‘ . . . .
(a); = S est un homéomorphisme de [0, 1]Y, muni de la topologie produit des

=0 37;+1
topologies discrétes, sur Kj.
2a; 2b;
- + +
Soient a,b € Kj, on suppose que a < b, on pose a = y_ . o 3@.:1 et b = > "% 3i+l1‘

Soit N le premier entier tel que ay # by alors ay < by, donc ay = 0,by = 1. On pose

+oo C;
i=0 gi+1

((2&,-),-) <jex ((cl)l) <jex ((Qbi)i), d’oll @ < ¢ < b. Par suite aucun intervalle contanant a et b

c = ol ¢; = 2a; = 2b; pour j < N et ¢; =1 pouri > N, alors a # ¢ # b et

ne peut contenir c. Ainsi K3 ne peut contenir un intervalle contenant a et b. 0

Théoréme 7.1.10. (Adhérence) Si une partie A d’un espace topologique (X, T) est connexe

alors son adhérence A est conneze.

Preuve : Soit f € C°(A, {0,1}). Comme A est connexe et f est continue sur A ona A C
f1{0}) ou A C f~1({1}). Comme f~1({0}) et f~1({0}) sont fermés, alors A = f~1({0})
ou f~1({0}) et par suite f est constante.

Corollaire 7.1.11. Les composantes connexes d’un espace topologique quelconque (X, T)

sont des fermés.
Théoréme 7.1.12. (Produit) Un produit d’espaces connexes est conneze.

Preuve : Soit (X, T;);c; une famille d’espaces topologiques connexes. On va montrer que

le produit [[,.; X; muni de la topologie produit est connexe en deux étapes. On traite dans
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un premier temps le cas ol [ est fini. Le cas général s’en déduit ensuite par un argument de

densité.

1. Cas ou [ est fini : Il suffit de le faire pour I = {1,2}. Soit f une application continue de

X x Xy dans {0, 1}. Pour tout x5 € X, 'application partielle f(.,z5) : X1 — {0, 1} est
continue donc constante puisque X; est connexe. Il en est de méme pour ’application
partielle f(zq;.) : Xo — {0, 1} et ce pour tout z; € X;. Il s’ensuit que f est constante

sur X; x X,. Ainsi X; x X, est connexe.

2. Cas ou [ est infini : 1l suffit de montrer qu’il n’y a qu’une seule composante connexe.

Soit v € X = [],; X; fixé. Pour une partie J finie de I, 'ensemble X;(z) = {y €
X,VieI\J, yi = x;} est homéomorphe au produit fini J],_; X; et est donc connexe.
Par conséquent le sous-ensemble X(z) = J;c; ; g, X7(7) est une union d’ensembles
connexes contenant x. C’est un connexe contenant x et on a X3 C C(x) et méme

X@ C C(x). Or I'ensemble Xz est dense dans X = [[,.; X;. En effet, soit y € X

i€l
et soit V, € V(y). Par définition de la topologie produit, il existe un ouvert O, =
[Themwn % HieI\H X; avec H fini, tel que y € O, C V,. On considére le point z
de X donné par z; = y; sit € Het z; = x;sii € [ € H. Alors, on a clairement
z € O, X C VyMNX@E). Lensemble () Xz rencontre n’importe quel voisinage

de n’importe quel point de X, il est dense dans X. En conclusion, C(z) = X et

X =TI, X est connexe.

Corollaire 7.1.13. Les pavés de R™ sont connezes.

7.2 Connexite par arcs

Dans cette sous-section, nous introduisons une notion un peu plus forte que la connexité

qui est en fait plus facile & vérifier dans des situations pratiques.

Définition 7.2.1. Si (X,T) est un espace topologique, on appelle chemin ou arc joignant

r € X ay € X toute application continue de 7 : [0,1] — X telle que v(0) =z et y(1) = y.
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Définition 7.2.2. On dit qu’une partie A d’un espace topologique (X,T) est connexe par

arcs st deux points quelconques de A peuvent étre reliés par un chemin.

La connexité par arcs est surtout une notion pratique pour montrer quin espace est
connexe. En termes intuitifs, un espace est connexe par arcs si et seulement si on peut
toujours relier deux de ses points par une courbe continue "ce qui en fait une notion moins
abstraite que la connexité".

Remarque importante : Soit F un espace vectoriel topologique. A tout segment fermé
la,b] = {(1—t)a+1tb;t € [0,1]} de E; on peut associer un chemin allant de a vers b : Il suffit
de considérer v : [0,1] = E : t — (1 —t)a + tb.

Lemme 7.2.1. (Lemme de connexité par arcs d’une boule dans evn) Toute boule

d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs.

Lemme 7.2.2. (Lemme de connexité par arcs des sphéres dans evn) Soit E un espace

vectoriel normé de dimension finie n > 2. Montrer qu’une sphére est connexe par arcs.

Preuve Comme une sphére quelconque est homéomorphe a la sphére unité, il suffit de
montrer que la sphére unité S' = {x € E/||x|| = 1} est connexe par arcs.

Soient a,b € S'. Sia # —b. On peut alors affirmer que pour tout ¢ € [0,1], (1—t)a+tb # 0.

1
I’application ~ : t — 1 —t)a+tb| est alors un chemin joignant a a b inscrit
pp v ||(1—t)a+th[< Ja+tb] joig
dans St.
Si a = —b, on transite par un point ¢ non situé sur la droite passant par a et b, ce qui est
possible car n > 2. 0

Lemme 7.2.3. Soient deux espaces topologiques E et F', et f : E — F une surjection

continue. St E est connexe par arcs, alors F' l’est aussi.

Preuve Soient p et g des points de F. Il existe un chemin reliant un antécédant de p et
un antécédant de ¢ (dans E). L’image de ce chemin est un chemin reliant p et ¢ (dans F)

puisque composé d’applications continues. O

Lemme 7.2.4. Soient deur espaces topologiques E et F, et f : E — F un homéomorphisme.

E est connezxe par arcs si et seulement si F' ['est
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Théoréme 7.2.5. Un espace topologique connexe par arcs est connexe.

Preuve : Soit (X, T') un espace topologique connexe par arcs et soit = € X fixé. Siy € X
alors on peut relier z et y par un chemin continu 7, : [0,1] — X : /7,.(0) =z, 7.(1) =y
On peut écrire X = |, cx{y} = U,ex 7%:(1) = U,ex 72([0,1]). Comme l'image 7, ([0, 1]) de
I'intervalle [0, 1] est connexe puisque 7, est continu, alors X est connexe car on a une réunion

de connexes qui se rencontrent en x

La réciproque de ce théoréme est fausse.
On va voir un cas particulier ou la reciproque marche avant de donner un contre exemple.

Avant on notera ce qui suit.

Théoréme 7.2.6. Une partie ouverte U d’un espace vectoriel normé (E,||.||) est connexe si

et seulement si elle est connexe par arcs.

Preuve

1. On sait que : Connexité par arcs = connexité

2. Réciproquement, soit U une partie connexe non vide et ouverte de E. Comme un
espace vectoriel normé est un espace vectoriel toplogique alors a tout segment fermé
[a,b] = {(1 —t)a+tb;t € [0,1]} de E'; on peut associer un chemin allant de a vers b
en prenant l'application continue 7 : [0,1] — E : t — (1 — t)a + tb.

Fixons a € A et considérons ’ensemble

e {b€ U/ il existe un chemin de U joignant a et b}.

Par définition méme, I’ensemble V' est connexe par arcs. Reste a montrer que V = U.

(a) V n’est pas vide car contient le point a.

(b) L’ensemble V est ouvert. En effet, si b € V, il existe un chemin de U allant de a

vers b et, puisque U est ouvert, une boule non vide B,(b,r) incluse dans U. Pour
tout point ¢ de B,(b,r), le segment [b, c| est inclus dans B,(b,r) donc dans U. Il
existe donc un chemin de U allant de b vers ¢ : Enfin, la réunion d’un chemin allant
de a a b avec un chemin allant de b vers ¢ est un chemin allant de a vers ¢ : On

conclut donc que ¢ € V', puis que B,(b,r) C V.
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(¢) L’ensemble V est fermé. Soit b € V (U. Choisissons r > 0 tel que B,(b,r) C U.

Comme b € V| 'ensemble B,(b,r)(|V n’est pas vide et contient donc un point
c. Par définition de I'ensemble V', il existe un chemin de U joignant a & c. Par
ailleurs, le segment [b, ¢|] appartient & B,(b,7), donc est inclus dans U, et I'on en

déduit finalement que b € V. Par suite V' est fermé

Comme V est non vide, ouvert et fermé du connexe U alors forcément V' = U et par

suite U est connexe par arcs car V, lest.

Exercice 7.2.1. Soient A = {(z,sin(1/2)) CR?/0<x <1} et F=ACR?
1. Montrer que F'= AUJ{(0,y)/ —1 <y <1}
2. Montrer que F' est conneze.
3. Montrer que F n’est pas connexe par arcs.

Solution

1. Montrons que F' = A J{(0,y)/ — 1 <y < 1}.

FcAU{(0,y)) —1 <y <1} ? Soit(x,y) € F = A. Alors, il existe une suite ((Tn, Yn))n

de A qui converge vers (x,y). Si x > 0 alors y, = sin(1/x,) converge vers sin(1/z)
(par continuité de sin, d’ou (x,y) € A. Dans le cas x =0, on a y, = sin(1/z,), d’ou
yn € [—1,1]. Par conséquent, a la limite on a y € [—1,1]. D’ou (z,y) € {0} x [-1,1].
AUJ{0,y)) —1<y<1}CF=A? Soit (z,y) € AU{(0,y)/ —1 <y < 1}. Mon-

trons qu’il existe une suite ((Tn,yn))n de A qui converge vers (x,y). Si x > 0, une
telle suite existe trivialement (il suffit de prendre la suite constante égale a (x,y). On
suppose donc x = 0. Ainsi y € [—1,1] est quelconque. Soit z > 1 tel que sin(z) = y.
Soit alors x, = 1/(z 4 2mn). On aura sin(1/x,) = sin(z) = y. Par conséquent la suite

(T, sin(1/xy)), est une suite de A qui tend vers (0,y) d’ot Uinclusion recherchée.

2. Montrons que F' est connexe.

Solution L’ensemble A est connexe dans R* comme image du conneze |0, 1] par 'ap-

plication continue f : R* — R? donnée par f(z) = (z,sin(1/x)). F = A est conneze.
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3. Montrons que F' n’est pas connexe par arcs.

Solution Par ’absurde, supposons F connexe par arcs. Alors, il existe ¢ : [0,1] — F
continue tel que ¢(0) = (1,sin(1)) et ¢(1) = (0,0). Notons c(t) = (x(t),y(t)). Notons
To = {t € [0,1]/z(t) > 0}. Cet ensemble est non vide puisque 0 € Ty. On considére
alors tg = sup(Tp). Comme x(1) =0 alors to < 1.

Par labsurde, supposons x(tg) > 0. Comme ty < 1, alors par continuité de la 1ere
projection x de ¢, on aurait x > 0 sur un ouvert |a,b[C [0,1] contenant ty, donc
= b*% >ty et | €Ty ce qui en contredit la définition de la borne supérieure.

Par conséquent x(to) = 0. Ainsi par continuité de x en ty, on a : lim;_y, x(t) = 0.
Ainsi, il existe une suite (7,), qui tend en croissant vers tq telle que la suite (x(T,))n

tend en décroissant vers 0.
Notons c(ty) = (z(to),y(to) = (0,v0). Soity € [—1,1]\{yo}. Soit z > 0 tel que sin(z) =
1

2rkn + 2
Comme 0 = x(ty) < x, < (1), d’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires ap-

y. Pour tout n, il existe un entier k, assez grand pour que x, := < x(Tp)-
pliqué a la 1ere projection x, il existe t, € [1,,t0] tel que x(t,) = x,. On a alors
c(tn) = (zn,sin(2mhkn + 2)) = (zn,y). Ainsi la suite t,, tend vers ty et c(t,) tend vers

(0,y) # c(ty). Contradiction.

Proposition 7.2.7. (Théoréme de passage a la douane). Soit (X, T), un espace topo-
logique. Toute partie connexe (connexe par arcs) B qui rencontre & la fois lintérieur A et

Vextérieur X \ A d’une partie A rencontre sa frontiére Fr(A) = A\ A

Lemme 7.2.8. (Important) Un ouvert connexe par arcs dans un espace vectoriel normé
E de dimension finie n > 2, reste connexe par arcs méme si on lur enleve lintérieur d’une

boule fermée contenue dans U.

Preuve En effet, soit U un tel ouvert connexe par arcs, et By(p,r) C U, r >0, pe U

une boule fermé de U. Comme E est un espace vectoriel normé alors B@): B,(p, ).

On pose V. = U \ B,(p,r) Soient x et y sur V. Il existe un chemin v de = a y (donc

r = v(0) et y = (1)), dans U. Si le chemin ne rencontre pas B,(p,r) c’est gagné. Si-

non, on note F = fy_l(Bf(p, 7’)) C [0;1] c’est un ensemble compact (fermé par conti-
t

nuité de v, et borné) donc on regarde le maximum ¢ et le minimum ¢. Necessairement
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v(t),v(t) € S(p,r) = Bs(p,7) \ Bo(p,r) (d’aprés le théoréme de passage a la douane) et
cette sphére est connexe par arcs (d’aprés le lemme de connexité des sphére). Il reste enfin &

définir un chemin entre x et y par morceaux :

dessin

1. les points x et y(t) sont reliés par .

2. par connexité par arcs, il existe un chemin sur la sphére S(p,r) = Bs(p,7) \ Bo(p,7)
qui relie y(t) a y(t);
3. et enfin () et y sont reliés via 7.

ce qui acheve la construction d’un chemin continu entre x et y. U

Corollaire 7.2.9. Un ouvert connezxe par arcs dans un espace vectoriel normé E de dimen-

ston finie n > 2, reste connexe par arcs méme si on lui enléve un nombre fini de points.

Preuve

En effet, soit U un tel ouvert connexe par arcs, et p;, 1 < i < n des point de U. Soient
z,y € V=U\{p;, 1 <i<n}, x#y. Comme U est ouvert, il existe n boules fermées
Bg¢(pi,ri) C U, r; >0, 1 <i < n.On considére p,, = min{%,“g”;—piu,@, 1 <i<n},
alors les boules fermées Bf(p;, p) C U, psy >0, 1 <i < n ne contiennent ni = ni y . On sait
que Vizy = U\ B, (pi, puy) est connexe par arcs d’aprés le lemme précédent. Donc, (), <;c,, Viay

contient z et y, et est connexe par arcs. Ainsi (), 2;2,, Viey = U\ (U1<j<p Bo(Pi, pay)) est un

partie connexe par arcs de V- =U \ {p;, 1 <7 < n} et contenant z et y. O

Applications

Exemple 7.2.1. Montrer que R et R™ (avec n > 2) ne sont pas homéomorphes.

Solution

Raisonnons par l'absurde. Supposons qu’il existe un homéoomorphisme f : R™ — R alors
R™\ {0} est homéomorphe a R\ f(0). Mais, R™\ {0} est connexe par arcs alors que R\ f(0)

n’est pas connexe par arcs, ce qui est impossible d’aprés [’homéomorphisme.
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Exemple 7.2.2. Montrer que l’espace métrique S* = {(x,y)/z* + y*> = 1} avec la métrique
induite par Uinclusion dans (R*,T,) n’est homéomorphe & aucun interval (segment) de R
(2eme méthode : voir la 1ere méthode dans la serie 2 du chap2 avec les projections stéréogra-

phiques).

Solution

Raisonnons par 'absurde. Supposons qu’il existe un homéoomorphisme g : St — I ou I
est un intervalle de R, alors S' \ {P} est homéomorphe a I \ {g(P)}. Quitte a composer
avec une rotation, on peut supposer que g(P) n’est pas une borne de l'intervalle I. Comme,
S'\ {P} est connexe par arcs alors que I\ {g(P)} n’est pas conneze par arcs alors on a une

contradiction d’aprés [’homéomorphisme.

Remarque

Le théoréme de Jordan pour la sphére S? affirme que si une partie A de la sphére S? est
homéomorphe & un cercle S', le complémentaire de cette partie dans la sphére admettra deux
composantes connexes. Nous admettrons ce théoréme difficile dont une preuve simplifiée est
proposée dans les deux références ci-dessous. On en déduit que le tore T' ~ St x St nest
pas homéomorphe & la sphére S2.

- Dieudonne, J. Eléments d’analyse, tome I (fondements de ’analyse moderne) Gauthier-
Villars, Paris, 1968

-Dugundji, J. Topology. Allyn and Bacon, Inc., Boston, 1966.

7.3 Espaces localement connexes (par arcs)

Définition 7.3.1. proposition Un espace (X,T) est dit localement connexe en l'un de ses
points x st x a une base de voisinages connexes, c’est-a-dire si tout voisinage de x contient
un votsinage connexe de x. Un espace localement connexe en chacun de ses points est dit
localement connexe.

Donc X est localement connezxe si

Vo € X,VV woisinage de x,3U C V, U wvoisinage de x et U conneze.

Exemple 7.3.1. .
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1. R est connexe et localement connexe; Q n’est ni connexe, ni localement conneze.

2. Dans R, la réunion de deux intervalles ouverts disjoints est un espace non conneze
mais localement connexe. Plus généralement, une réunion disjointe finie ou dénom-

brables d’intervalles de R est localement conneze.

Définition 7.3.2. Un espace est localement connexe par arcs si tout point admet une base
de voisinages connexes par arcs.
Donc X est localement connezxe par arcs si

Vo € X,VYV wvoisinage de x,3U C V, U voisinage de x et U connexe par arcs.

Lemme 7.3.1. 1. Dans un espace localement connexe les composantes connexes sont a

la fois ouvertes et fermées

2. Dans un espace localement connexe par arcs les composantes connexes par arcs sont

a la fois ouvertes et fermées.

Lemme 7.3.2. Un espace X localement connexe par arcs et connexe est connexe par arcs.
Sl nest pas connexe, chacune de ses composantes connexes est ouverte, fermée, et

connere par arcs.

Preuve
En effet, on a remarqué ci-dessus que dans un espace localement connexe par arcs, les com-
posantes connexes par arcs sont ouvertes et fermées. Puisque X est connexe, la composante

connexe par arcs d'un x € X doit étre X tout entier

Exemple 7.3.2. Un exemple d’espace connexe et non localement connexe.

Un espace peut élre connere sans élre localement connexe : c’est le cas du peigne P
des topologues. Il est connexe, méme par arcs. Mais st ['on prend un point de la forme
(y,0) € P,0 < y < 1, toute boule de la forme B.((y,0),r = %) contient une infinité de

segments disjoints de la forme {(%,z), |z —y| < r}, donc n'est pas conneze.

Dans R?, soit D, le segment de droite d’extrémités (0,1) et (x,0). (Faire un dessin).

La réunion D des D, quand x décrit Q est connexe car connexe par arcs. En effet deux
points de a,b € D, sont reliés par un segement continu dans D,. Maintenant si a € D,
b € D, avec x # 2’ alors on peut les reliés par un chemin passant par le sommet (0,1).

D est non localement connexe car le sommet n’as pas voisinage connexe.



Chapitre 8

Espaces de fonctions continues

8.1 Preliminaires

Topologie de la convergence uniforme (t.c.u)

Soient A un ensemble et (£, d) un espace métrique. Soit B(A, E') 'ensemble des fonctions

bornées de A dans E. Alors (voir chapl)

doo(f, 9) = du(f,g) = sup {d(f(z),g(x))}

z€EA

est une distance sur B(A, F) appelée la distance de la convergence uniforme sur A et
B(A, F) muni de la topologie induite par cette distance est noté B, (A, E).
On peut généraliser & des fonctions non nécessairement bornées en remplacant d par une

idstance équivalente mais bornée telle que 6(u,v) = min (1, d(u, v))

8.2 Théoréme de Stone-Weierstrass et Applications

Topologie c.u sur I'espace des fonction continues sur un compact

Soit X un espace topologique compact f : X — R une application continue alors f(X)
est un compact de R donc est fermé et borné. Par suite on peut munir 'espace C(X,R) des
fonctions continues de X dans R de la distance de la convergence uniforme sur X et I'espace

métrique résultant est notée : C, (X, R).

119
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Dans cette parties on applique les résultats des chapitre précédents aux espaces des fonc-

tions continues.

Approximation des fonctions continues

Théoréme 8.2.1. (Théoréme de Dini). Soient X un espace topologique compact et (fn)n
une suite croissante (ou décroissante) de fonctions continues de X dans R qui converge

simplement vers une fonction continue g. Alors la suite (f,), converge uniformément

Lemme 8.2.2. La suite de polynomes réels définie par récurrence par Py = 0 et P, 1(t) =

P,(t) + %(t — Pg(t)),n < 1. est croissante et converge uniformément vers la fonction p :

[0,1] = R : ¢+ /1.

Preuve Montrons pa recurrence que 0 < P, (t) < /t, Vt € [0, 1]. C’est vrai pour n = 0.
Supposons la relation vrai pour 'ordre n. Alors un caclcul simple montre que

Vi—Poa(t) = (VI— B@®) (1= (Vi + Bu(1)))

par suite 0 < P,(t) < V¢, Vt € [0,1]. Maintenant, comme P,4(t) = P,(t) + (¢t —
Pﬁ(t)) ,n < 1, alors la suite est croissante, positive et bornée, ce qui implique qu’elle converge
simplement vers une fonction g qui, d’aprés doit vérifier g(t) = g(¢)+3 (t—g2(t)) = g(t) = V1.

Par suite le Théoréme de Dini permet de conclure & la convergence uniforme. U

NOTA BENE Le théoréme qui suit est un résultat fondamental en analyse. Il a de trés
nombreuses applications en analyse. Il a plusieurs versions, mais nous donnons la version
dite "forte" : c’est la cas d’une catégorie de sous-algébres de C,(X,R) oti X est compact. Ce

théoréme s’appelle Théoréme d’Approximation de Stone-Weierstrass ou

Théoréme de Densité de Stone-Weierstrass.

Définition 8.2.1. On dit que A C C(X,R) est une sous-algébre si elle est stable par addition,
multiplication et multiplication par un scalaire, ¢’est-a-dire f +qg € A, fg € A, A\g € A, pour
tout f,g € A, X € R. En particulier, si A est une algébre, f € A et P(x) est un polynome a

coefficients réels sans terme constant P(x) = >, a;a", alors on a P(f) =" a;f* € A.

Exemples
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1. L’ensemble des fonctions constantes est une algébre.

2. Soit z € X, A={f € C(X,R), f(x) =0}

Lo

. Soient z,y € X et x # y, on pose alors A = {f € C(X,R), f(z) = f(y)}

4. Si E = [a,b], 'ensemble des fonctions polynomiales sur [a, b] (restriction & [a,b] d'un

polynoéme) est une algébre.

Nota Bene Si A C C,(X,R) est une sous algébre, alors A est une sous algébre (voir

anneau topologique chap 2).

Définition 8.2.2. On dit que A C C(X,R) sépare les points de X si pour tout x # y dans
X, il existe f € A tel que f(z) # f(y).

Exemples

1. Si X = [a,b], 'algébre des fonctions polynomiales sur [a, b] sépare les points de [a, b],

il suffit de prendre P(z) = z.

2. Pour xg #yo € X, A={f € C(X,R), f(x0) = f(yo)} ne sépare pas les points de X.

Théoréme 8.2.3. (Théoréme d’Approximation de Stone- Weierstrass "Cas réel”).
Soient X un espace topologique compact et C,(X,R) l'espace des fonctions continues de X
dans R muni de la distance de la convergence uniforme sur X. Soit A une sous-algébre

de C,(X,R) contenant les constantes et séparant les points de X. Alors A est dense dans

C.(X,R).

Théoréme 8.2.4. (Théoréme d’Approximation de Stone-Weierstrass "Cas com-
plexe”).

Soient X un espace topologique compact et C,(X,C) l'espace des fonctions continues de
X dans C muni de la distance de la convergence uniforme sur X. Soit A une sous-algébre de
C.(X,C) contenant les constantes el séparant les points de X. SiVf € A, le conjugué f € A,
alors A est dense dans C, (X, C).

Preuve Comme f, f € A, alors Im(f) € A et Re(f) € A. On a aussi A = Re(A) +iIm(A)
et comme A est une algébre alors Re(A) = Im(A) = B et Cu(X,C) = Cu(X,R) + i Cu (X, R).
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D’aprés le cas réel, B est dense dans C,(X,R) donc A = B + iB est dense dans C,(X,C) =
Co(X,R) +i Cu(X,R).

Applications

Proposition 8.2.5. .

1. Soit K un compact de R"™. Toute fonction continue de K dans R ou C, est limite

uniforme (sur K ) d’une suite de polynomes.

2. Toute fonction continue de R dans C périodique de période 21 est limite uniforme sur

R de polynomes trigonométriques.

3. Si X est un espace métrique compact, les espaces métriques C,,(X,R) et C, (X, C) sont

séparables.

Preuve

1. On donne la preuve dans le cas de C, le cas réel ¢’est analogue. L’ensemble C[ X7, . .., X]
des fonctions polynémiales sur R? & coefficients complexes est une sous-algébre de
C.(K,C), K C R?et qui contient le polynéme constant 1, et de plus si P € C[X7, ..., X4,
alors P € C[X1,...,X,] (ot P est le polynome ayant comme coefficients les conjugués
des coefficients de P). Séparons les points de K :six = (xy,...,24) Zy = (1, .., Ya)
alors il existe i tel que x;, # y;,, on prend alors le plynome P = X, qui va séparer z et

y. Enfin on applique le théoréme d’Approximation de Stone-Wiertrass Cas complexe.

2. Montrer que toute fonction continue de R dans C périodique de période 27 est limite

uniforme sur R de polynomes trigonométriques.

Etape 1
Considérons maintenant X = 8' = {z € C: |z| = 1} le cercle unité de C, et prenons
pour A Dlalgébre (complexe) engendrée par les applications z — 1, z — 2, z +— Z. 1l

est évident que les éléments de A sont de la forme z — f(z) = ZszN 2", N € N

n
avec ¢, € C, car 7 = 1/z pour tout z € S'. Tl est clair que l'algébre A contient la

fonction constante 1 (par construction), sépare les points (on peut prendre z — z)



8.2. THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS ET APPLICATIONS 123

Soit f € A alors f(z) = ZLV:_N et =

TRy N N N =

f(2) = NG =2 NCa? "=, yCaad" = fEA

Alors d’apreés le théoréme de d’Approximation Stone-Weierstrass, toute application

continue de S dans C est la limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales de

A.

Etape 2

On designe par ) = {g € Cu,(R,C), g est 2mperiodique}. Soit ¢ : R — S' : ¢
exp(it) = €' alors ¢ est surjective (voir le tore de dimension 1 : il induit par restriction
un homémorphisme : R/27Z ~ [—7, 7] /{—m, 7} =~ S').

Soit ¥ : C,(S8Y,C) —» Q= {g € Cu(R,C), g est 2mperiodique} : f+— fo¢

Alors ¥ est un ismomorphisme d’algébre. Comme toute fonction continue sur R et

2m-péeriodique est bornée, alors || fllo = [[f[lu = suprer [/ ()] = supsei—rq [[F (D],

donc W est un ismomorphisme est une isométrie.
N

On pose B = U(A) alors B = {g(t) = Z ce™/N € Nt € R, ¢, € C} corres-
n=—N
pond bien a I’ensemble des polyndmes trigonométriques. Par suite toute application

continue de R dans C, 2m-périodique, est la limite uniforme d’une suite de fonctions

polynomiales trigonomfriques.

3. En séparant partie réelle et partie imaginaire, on remarque qu’il suffit de faire la
preuve pour C,(X,R). Soit (U,), une base dénombrable pour la topologie de X et
soit g,(z) = d(z, X \ U,) qui est continue . Soit Ag 'algébre engendré, sur Q, par
les g,. Il est clair que, si A est l’algébre engendrée sur R par les g,, alors Ag est
uniformément dense dans A. Comme Ag est dénombrable, il nous suffit de montrer
que A est dense dans C, (X, R). Comme A contient les constantes, d’aprés le Théoréme
de Stone-Weierstrass "Cas réel", il suffit de voir que A sépare les points de X. Or, si

x # v, il existe U, tel que z € U, et y ¢ U, ce qui implique g,(z) # 0 et g,(y) = 0.

O

On a vu dans le (1) de la proposition ci-dessus que toute fonction continue sur K C R?

est limite uniforme (sur K) d’une suite de polynémes. Comment trouver conretement une
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suite de polynomes ? Dans I'exercice suivant, on va voir les polynémes de Bernstein pour les

fonction continues de [0, 1] dans C.

Exercice 8.2.1. Pour n € N*. et k € N, avec 0 < k < n, on note B, le polynome de
Bernstein defini par Bp(z) = Ckak(1 — m)”_k

1. calculerZBnk Zank etZk —1)B, k().

m(l—x)‘

n

k
2. En déduire que Z (z — 5)2Bnk($) —

k=0
3. Soit f : [0,1] — C une fonction continue. Pour n < 1, on note B,(f) le polynome

defini par B,(f) = Zf(k/n)Bnk(x)

4. Montrer que la suite de fonctions B, (f) converge uniformément vers f sur [0, 1].

A faire.

8.3 Equicontinuité, Théoréme d’Ascoli et Applications

Soient (X, d) et (Y, ) deux espaces métriques, ’ensemble C(X,Y") des fonctions continues
muni de la distance d,, = d., de la convergence uniforme est I’espace métrique C,(X,Y’). Dans
le cas ou (Y,0) = (E,||.||) est un K-espace vectoriel normé, C,(X, E) est un espace vectoriel
normé de dimension infinie (sauf cas trés particulier on X est fini ou Y = {0}).

La question que l'on se pose est l’identification des parties compactes de
Cu(X,Y).

Avec le Théoréme de Riesz (voir chapl) dans le cas ou (Y,0) = (E,||.]|), on sait que
les fermées bornées ne conviennent pas. Ainsi, il ne suffit pas de majorer uniformément les

fonctions.

Définition 8.3.1. Soient (X, d) est un espace métriqgue compact et (Y, §) un espace métrique.
On dit qu’une partie G de C,(X,Y) est ponctuellement relativement compacte si pour tout
xz € X, Uensemble G, = {f(z); f € G} est relativement compact dans (Y, 0).

Définition 8.3.2. Pour deuz espaces métriques (X, d) et (Y,0), on dit qu’une partie H de

C(X,Y) est équicontinue sur X, (ou encore également uniformément continue sur X ) si

Ve > 0,3a >0, Vz,y € X (d(z,y)a = [Vf € H, §(f(z), f(y)) <¢])
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Proposition 8.3.1. Soient (X,d) et (Y,0) deur espaces métriques. On suppose que X est

compact.

1. Si K est un compact de C,(X,Y") alors K est équicontinue et ponctuellement relative-

ment compact.

2. Si G est relativement compact dans C,(X,Y) alors K est équicontinue et ponctuelle-

ment relativement compact.

Preuve : Découle de la définition précédente et de la remarque ci-dessus. [l

Le proposition préecédent nous donne une condition nécessaire & la compacité dans
C(X,Y).

On va voir que les propriétés d’équicontinuité et de relative compacité ponctuelle

sont suffisantes pour caractériser les parties relativement compactes de C(X,Y), ce qui

constitura une généralisation des concepts du Théoréme de Riesz. La relative compacité est
plus commode dans le sens ol les parties d’une partie équicontinue sont équicontinues et ot
la relative compacité se transmet aux sous-ensembles.

Rappelons le résultat suivant d’abord.
Lemme 8.3.2. Tout espace métrique compact est séparable.
Le théréme suivant, est appellé Théoréme d’Ascoli et a plusieurs versions.

Théoréme 8.3.3. Soient (X,d) et (Y,9) deuzr espaces métriques. On suppose que X est
compact.
G est relativement compact dans C,(X,Y) si et seulement si G est équicontinue et ponc-

tuellement relativement compact.

Applications

Exercice 8.3.1. Soient k : C([a,b] X [a,b],R) et (f,) une suite bornée de C([a,b],R), muni
de la norme ||.||co = ||-|]u-

b
On définit K : C([a,b],R) — C([a,b],R) parVf € C([a,b],R), (K f)(z) = / k(x,t)f(t)dt.
1. Montrer que A = {K f,,n € N} est équicontinue.

2. Montrer que A = {K f,,n € N} est ponctuellemenet relativement compact.
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3. Montrer que (K f,,), admet une suite extraite convergente dans C([a, b, R).

Solution : voir annexe dernier chapitre.



Chapitre 9

Espaces de Banach et Espaces de Hilbert

9.1 Espaces de Banach

On a déja rencontré beaucoup de résultats dans les espaces de banach (evn complet). Dans
cette section on compléte en donnant quelques outils dont le théoréme de Hann-Banach et
la cract{erisation des espaces de Banach par la convergence des series normalement conver-

gentes. Ces outils permettent d’aborder le cours d’analyse fonctionnelle.
Théoréme 9.1.1. (Rappel) Soient (E,||.||g) et (F,]||.||r) deuz espaces vectoriels normés, et
[+ E — F une application lineaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est unifrmément continue sur E ;

2. f est continue sur E ;

3. f est continue en un sel point.

4 AM>0/Vzek, |[f(z)]lz < Mlz|e.

5. [ est bornée sur la boule unité fermée By(0,1) de E : .

6. [ est bornée sur sphére unité S(0,1) de E.

7. f est bornée sur toute partie bornée de E.

Preuve Voir chapitre 1 U

Nota Bene : Si F est un espace vectoriel normé alors E est un espace vectoriel topolo-

gique.

127
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Proposition 9.1.2. Soient E et F, deux espaces vectoriels normés sur K =R ou C.

Si E est de dimension finie alors toute application linéaire f : E — F' est continue.

Proposition 9.1.3. Soient E, F' deuz espaces vectoriels normés et f : E — F une application

linéaire. Alors supy, . -1 [|f(2)||Fr = supy, <1 [1f(@)|[F
Définition 9.1.1. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach

Lemme 9.1.4. 1. Tout sous-espace vectoriel (sev) fermé d’un espace de Banach est lui-

méme un espace de Banach pour la norme induite.

2. Tout espace vectoriel normé (evn) de dimension finie est un espace de Banach.

Preuve :

1. Découle du fait que sous-espace vectoriel (sev) fermé d’un espace complet est complet
(chapl).
2. On a déja montrer que (chapl) que si E est un espace vectoriel normé de dimension
finie (muni de I'une des normes usuelles), alors E estcomplet.
O

Regardons maintenant les différentes versions de la topologie de la convergence uniforme

sur un espace de Banach.

Si E est est un espace de Banach, on peut considérer la distance induite par sa norme et
dans ce cas on a les espaces suivant.
Soient A un ensemble et (E,||.||g) un espace de Banach. Soit B(A, FE) I'ensemble des

fonctions bornées de A dans E. Alors

oo = 11 £l = 11 f]15 = 21615{||f(x)||E}

est une norme sur B(A, E') appelée norme de la convergence uniforme sur B, et B(A, E)

muni de la topologie induite par cette distance est noté B, (A, E) ot By (A, E).

On a les cas particuliers suivants.
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1. Si (X, d) est un espace métrique, on note par C,(X, F), Uespace vectoriel normé des

applications continues bornées, muni de la topologie de la convergence uniforme.

2. Si F est un espace vectoriel de dimension finie, on note par C_o(F, E), 'espace vectoriel
normé des applications continues tendant vers 0 a l'infini, muni de la topologie de la

convergence uniforme.

3. Si (K,d) est un espace métrique compact, on note par C(K, E), 'espace vectoriel

normé des applications continues, muni de la topologie de la convergence uniforme.

4. Si F est un espace vectoriel normé, on note par L.(F, E') 'espace vectoriel normé des

applications lin’aires continues, muni de la topologie de la convergence uniforme.

Proposition 9.1.5. (Exemples a connaitre).

Soit E, un espace de Banach.
1. L’espace B, (A, E), muni de la norme de la convergence uniforme est un Banach.

2. 81 (X, d) est un espace métrique, lespace Cy(X, E) est fermé dans B, (X, E), donc est

un Banach.

3. Si (K,d) est un espace métrique compact, alors C(K,E) = Cp(K, E), donc est un
Banach.

4. St F est un espace vectoriel de dimension finie, l'espace C_o(F,E) est fermé dans

B.(F,E), donc est un Banach.

5. Si F est un espace vectoriel normé sur K = R ou C. Alors L.(F,E) est est un
espace de Banach. En particulier, ['espace vectoriel des formes linéaires continues

E* = L.(F,K) (dual topologique de E) est un espace de Banach.

Exemple 9.1.1. (Autres exemples)

Soit I? = {(zn)n>0, T € R; Y., o225 < 1}=ensemble des suites réelles de carré sommable.
On consideére Uapplication qui  x,y € I? associe (x,y) >= Y a0 TnYn- Ce nombre est bien
défi (en effet, 2|z, y,| < 22 +y?2 donc la série est absolument convergente donc convergente).
L’application (.,.) > est donc bien définie, symétrique, définie et positive : c’est un produit
scalaire sur 1>, La norme induite est ||x||2 = >,,_o @2 et > muni de cette norme est un espace

complet, donc un espace de Banach.
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Définition 9.1.2. Soit E un espace vectoriel réel et p : E — R une application telle que :

1 p(x +y) < p(x) +py)Ve,y € E

2. p(Az) = Ap(z) VA e K,Vx € E

Cette application est appelée application sous-linéaire.

Le théoréme de Hahn-Banach (Hans Hahn et Stefan Banach), est un théoréme d’existence
de prolongements de formes linéaires satisfaisant & certaines conditions. Il permet de prouver
abstraitement I'existence de nombreuses fonctions continues en analyse fonctionnelle. Il a une
interprétation géométrique en termes d’hyperplans (évitant un convexe fixé), et dans ce cas

il joue un role fondamental en analyse convexe).

Théoréme 9.1.6. (Théoréme de Hahn-Banach) Soit E un espace vectoriel sur K = R, C

et H un sous-esapce vectoriel de E. Soit u: H — K, une forme linéaire.

1. St K = R et s%l existe une application sous-linéaire p : E — R telle que Vo €
H, p(x) < p(x). Alors il existe un prolongement linéaire t : E — R de p tel que

Ve € H, fi(x) < p(x) et i|g = p par restriction.
2. St K = C et sl existe une application p : E — R telle que
(a) p(z +y) < p(z) +p(y)Vr,y € E,
(b) p(Ax) = |A|p(x) VA € K,Vz € E
(c) et Vo € H, |u(x)] < p(z).

Alors, il existe un prolongement linéaire i : E — C de u tel queVr € H, |f(x)| < p(x)

et |y = p par restriction.

Preuve

1. Cas réel
Soit xg ¢ H et posons Hy = H & Rz et proplongeons p & Hy par p;.
Comme gy |g = p il suffit de déterminer ().
— comment choisir p1(zg) 7 Cherchons les conditions suffisantes. Pour cela supposons

que j; est le prolongement de p. Alors



9.1. ESPACES DE BANACH 131

Vy € H, ju(y+ o) < ply+z0) et pu(y— o) < ply — o)

= Vy € H, p(y) + m(zo) < ply+20) et pu(y) — p(zo) < ply — o) (par
linéaritté)

= Vy € H, pi(zo) < py+ o) —ma(y) et pi(zo) = pu(y) — ply — o)

=Vy € H, (y) —ply — z0) < pa(zo) < p(y + 20) — p1(y)

= Vy € H, pu(y) —p(y — z0) < p(x0) < py +x0) — ply) car p|p = p

= supycp{n(y) — p(y — w0)} < pu(wo) < infyen{p(y + x0) — p(y)}

Donc si pq est le prolongement de p, alors

o= sgg{u(y) —ply—x0)} < B = yiglg{p(y + o) — ()}

— Montrons alors que a = sup,cg{u(y) —p(y — o)} < B = infycy{p(y+x0) — p(y)}
avec les hypothéses du théoréme.
Y1,y € H, p(y1+y2) < p(y1+y2) = p((y1+20)+(y2—20)) < p(y1+20)+p(y2—0)
= Yy1,y2 € H, n(y1) + p(y2) < p(y1 +20) + p(y2 — 20)
= Vy1,y2 € H, 1(y1) + 11(y2) < p(y1 + z0) + p(y2 — 20)
= Vy1,y2 € H, u(y2) — p(y2 — o) < p(y1 + z0) — pu(y1)
= o= supy,cy{p(y2) — ply2 — 20)} < B = infy,cu{p(yr + 20) — (1)}
— Choissions alors un point a € [«, ] et posons
pi(zg) =aet Vy € HVA € R, pui(y + Axg) = p(y) + Aa.
Ainsi p; est linéaire et uq |y = p.
Maintenant vérifions que 1 (y + Azo) < p(y + Azo).
(*) Si A >0, comme p1(z0) = a < = infyeu{p(y + o) — u(y)}, alors
pi(ao) = a < p( +20) — u(2) = o) + u(L) < p(Z +w0) =

y )Z\/ A A A
p (o + X) < p(X + x0) = (Azo +y) < p(y + Axo)

(**) Si A <0, on pose v = —\ > 0,
comme p(z0) = a > a = sup,ep{p(y) — p(y — x0)}, alors
) = a2 p(3) = p(§ = m0) = —pn (o) + u(7) 2 p( — o) =
pa (=0 + %) > p(% — x9) = (=T +y) < p(y —Y20) & m(Azo +y) <
p(y + Azo)

— On note F, 'ensemble des couples (€2, w) vérifiant €2 est un sous-espace vectoriel
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contenant H et w est une forme linéaire sur {2 qui prolonge pu.

Alors F est non vide d’apés la construction de py ci-dessus.

On ordonne F par (21, w1) < (2, ws) < O C Qy et wy prolonge wy a .
Soit A C F une partie totalement ordonnée. On pose ) = U(Q,w)eA Q. Comme
la suite des sous-espace vectoriel de A est une suite croissante, alors ) est un
sous-espace vectoriel. On définit @ par restriction : @W|g = w, alors @, est bien
une forme linéaire. Par suite sup A = (Q,@) € F.

D’aprés le lemme de Zorn, toute partie ordonnée, inductive, admet un élément
maximal. Soit alors (€2, w) un élément maximal de F.

Montrons par absurde que Q@ = E. Supposons qu’il existe xg € E \ Q, alors

dépreés la construction ci-dessus, il existe une forme linéaire w;, qui prolonge w
a Q1 = Q@ Ruxy, ce qui est absurde par maximalité de (Q,w).
2. Cas complexe On pose u = g + ith, avec g, h formes linéaires rélles sur H considéré
comme un espace vectoriel sur R.
Alors u(iz) = g(iz) 4+ th(iz) et par C-linéairité,
uiz) = in(z) = ilg(z) + ih(z)] = ig(z) — h(z) = h(z) = —g(iz) & h(iz) = g(a)
Ansi on peut traviller avec g ou h.
Prolongeons g en G' & E, alors |G(z)| < p(z) Vz € E.
Posons 7i(z) = G(z) — iG(iz), montrons que [ est C-linéaire.
On a fi(iz) = G(iz) — iG(—z) = G(iz) + iG(x) = i[G(z) — iG(ix)] = iu(x) et si
A=a+ibe Cavec a,b e R,
f(\x) = 7i((a +ib)z) = afi(x) + bu(iz) = afi(x) + bu(iz) = afi(x) + ibp(z)
= (a+ib)u(x) = Ai(z).
Vérifions que [f(x)| < p(z). Soit 0, 'argument de 7(zx), alors e
= " p(z)| = e n(z) = G(ex) —iG(e”.ix) = G(" ) car

Wei(x) est un réel

positif. Alors, |m(z)

077

e Ti(x) est réel.

Donc, [(z)] = G(ez) < p(e?z) = |e|.p(z) = p(z).

O

Corollaire 9.1.7. Soit E, un espace vectoriel normé et H, un sous-espace vectoriel de F.
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Soit p, une forme linéiare continue sur H. Alors, il existe 11, une forme linéiare continue sur

E telle que fily = p et [[il|p = |ulla-

On retient Toute forme linéaire continue sur un sous-espace H d’un espace vectoriel

normé E se prolonge en une forme linéaire continue sur E tout entier, avec la méme norme.

Preuve On pose p(z) = ||p||g.||x||z, alors p est sous-linéaire. Ansi, par le théoréme de
Hanh-Banach, il existe & forme linéaire sur F telle que Vx € E, |u(z)| < p(x), et on a

()] < p(z) = [lplla-lllle et |[alle = llulla
O

Corollaire 9.1.8. Soit E, un espace vectoriel normé et xqo € E,xo # 0, Alors, il existe une

forme linéaire continue T sur E telle que ||fi||p = 1 et Ti(xo) = ||xo]|-

Noter que si la norme provient d’un prosuit scalaire et l'espace E est complet (=Espace
de Hilbert) alors on sait déterminer T explicitement en fonction de xq (c’est le théoréme de

représentation de Riesz de la sous section suivante).

Preuve Soit H = Kz (K = R, C) le sous-esapce vectoriel engendré par z. On définit u
sur H par pu(Azo) = M|zol|, A € K alors ||u||z = 1. Alors, u est borné, donc continue ainsi,

on a le résultat d’aprés le corollaire précédent.

Corollaire 9.1.9. Soit E, un espace vectoriel normé et H un sous-espace vectoriel

fermé et différent de E et 0. Alors, pour tout xo € E'\ H, il existe une forme linéaire i sur

E telle que u(H) = {0}, f(xg) =1 et ||al||g = ot d(xg, H) = inf{||xg—hl||, h € H}.

b
d(l‘o, H)

Preuve Soit H; = H ® Kzy (K =R, C). On pose u(y + Axg) = A. On a ||y + Aol =
ALY 4 2o||g > |A|.d(z0, H). On sait que d(zo, H) =0 < 29 € H = H car H est fermé, or

xo ¢ H donc d(xg, H) # 0. Ainsi
lly + Azol| e 1 |(y + Azo)|
W T AXONE S | = |y + Azo)| = >

a7y = M= A0l = g o 2 Ty xaolle
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1 \u(y + Azo)|
= T 2 yeH e K} =
1o 1D = " Yy aaols J

ﬁ > [l (1))

Soit (Y, ), une suite de H telle que 0 # ||zg — yn||p — d(z0, H).

|10 = yn)| = 1T done 1 < ||p[m, (|20 = yalle = T < [lplla,

Ty — ynHE

1 ..
= sup {T————, n € N} < |lullm, = < [lulln,. ainsi,
T20—ynlls 1

inf{||x0 —Ynllg, n €N
L <l (@)
d(on,H) = ||M | H,y

De ((1)) et ((2)) on tire ﬁ — lullm ()

Maintenant le reste découle du lemme précédent.
O
On sait que (cours de 2eme année) dans R ou C, les séries absolument convergentes sont
convergentes ; on sait aussi qu’une s’erie normalement convergente de fonctions continues est

uniforméement convergente vers une limite continue.

Définition 9.1.3. Soit (E,||.||) evn et (z,), une suite de E.

1. On dit que la série Y, x, est convergente si la suite des sommes partielles (Sp),

_ NP
avec S, = Y P _ x,, est convergente.

2. On dil que la série Y~ x, est normalement convergente si la suite des sommes

partielles (D), avec D, = Y""_ ||x,||, est convergente.

Théoréme 9.1.10. Soit (E,||.||) evn.
Alors E est un espace de Banach si et seulement si toute série normalement convergente

est convergente.

Preuve
=) Supposons que E est un espace de Banach et soit (z,,), une suite de E normalemant
convergente. Pour p > ¢, on a
p

|[Sp = Sell < || Z lza]] < || Z |z,|] = (HJFOO 0. Alors (S,), est de Cauchy. Donc,

n=q+1 n>q+1
elle converge car un espace de Banach est complet.
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<) Réciproquement, soit (z,), une suite de Cauchy de E'; nous allons construire une
sous-suite de (z,), qui converge.

Puisque (z,), est de Cauchy, il existe N; > 1 tel que :

||, — || < 5 pour tous m,n > Nj,

il existe Ny > N; tel que :

||Zn — Tm|| < 55 pour tous m,n > No,
ansi de suite, on construit une suite strictement croissante (Ny)j tel que :
||@n — Tm|| < 55 pour tous m,n > Nj.
On en déduit que ||zy, — 2N, ., || < 2—116, Yk > 0.
Donc, la série (v;) avec vg = xp, — TN,.,, est normalement convergente. Par suite elle
converge par hypothése, notons v sa limite.
n—r—+o00

Mais Y p_ v = TN, — TN, = TN, = D pq Uk + TN, — U+ Tp,. Ansi la suite extraite

(xn, )n converge. Comme (z,), est de Cauchy alors (z,), converge.

9.2 Espaces de Hilbert

Dans cette partie, nous proposons une introduction aux espaces de Hilbert en donnant
le Théoréme de projection sur un convexe fermé, les Inégalités de Bessel et le Théoréme de

Représentation de Riesz.

9.2.1 Généralités
Rappelons sur le produuit scalaire sur R et C dé‘ja exposé dans le chapitre 1.

Définition 9.2.1. Produit Scalaire sur R
Soit E un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire
symétrique définie positive sur E x E. Un espace vectoriel réel de dimension finie muni

din produit scalaire est appelé espace euclidien.
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On dit que (,) : Ex E—R: (x,y) — (z,y) est un produit scalaire sur F si :

1. {au+ pu,y) = alu,y) + f{v,y) et (x,'v + V') = o/ (z,u) + ' (x,v) (bilinéaire).
2. (z,y) = (y,x) (symétrique)

3. Ve E (x,x) >0 (positive)

4. Ve eE (z,2) =0& x=0 (définie, non dégénéré).

Proposition 9.2.1. .

1

Considérons Uapplication ||,|| : E — Rz — ||z|| = ((x,2))z. Alors on a :

L[zl = AL ]|

2. |l +yll = ll=l” + 2{z, y) + [lylI”

3. Nz, )| < ||z||.||y|] (inégalité de Cauchy-Schwarz);

4. |z +yll < |lz|| + ||y|| (inégalité triangulaire) ;

5. 2|zl +2||yl|* = ||z +y||* + ||z — y||* (identité de la médiane o du parallélogramme).

6. L application ||,||: E — R : 2 — ||z|| = ((z,2))2 est une norme sur E.

Définition 9.2.2. Produit Scalaire Hermitien (sur C)

Soit E un espace vectoriel sur C.

On appelle produit scalaire hermitien sur E toute forme sesquilinéaire hermitienne définie

positive.

Autrement dit que (,) : Ex E — C: (z,y) — (x,y) est un produit scalaire hermitien sur
E s

1. C’est une application sesquilinéaire, c’est-a-dire : (au + v, y) = alu,y) + 5{v,y) et

(x,y) = (y,x) ou Z signifie le conjugué du nombre compleze z.
2. Vr € E (x,x) >0 (positive)

3. VereE (v,x) =0& 2 =0 (définie).

Noter que le produit scalaire réel est un cas particulier du produit scalaire hermitien.
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Définition 9.2.3. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace pré-
hilbertien. Il est équipé alors d’une norme induite par la produit scalaire tel que stupilé dans
la propsotion ci-dessus.

Un espace préhilbertien complet (relativement o la norme associée a cet espace) est
appelé espace de Hilbert.

Anisi un espace de Hilbert est un espace de Banach. Mais la réciproque n’est pas vraie.

Exemple 9.2.1. .

1. Tout espace euclidien ou hermitien de dimension finie est un espace de Hilbert

2. L’espace L*(Q, u) (voir chapitre 2 sur la complétude et le cours d’intégration) est un
espace de Hilbert pour le produit scalaire (f,g) = [, f(s)g(s)d(s). Noter que lespace
12 est un cas particulier, obtenu lorsque 0 = N est muni de la mesure donnée par

p({n}) =1 pour tout n € N.

Définition 9.2.4. Soient X etY deuz espaces vectoriels complezes, une application f : X —

Y est dite antilinéaire si, pour tous x,y € X et tout A\ € C on a f(z +y) = f(z)+ f(y) et
Fx) =M ().

Proposition 9.2.2. Soit X un espace préhilbertien, pour tout vecteur y € X la forme li-
néeaire l, : © — (x;y) est continue de X dans K. L’application y — 1, est antilinéaire et

isométrique de X dans X* = L(X,C)= ensemble des formes linéaires de X dans C.

Définition 9.2.5. Soit H un espace de Hilbert, on dit que les vecteurs x et y de H sont
orthogonauz si (x,y) = 0. Soit (x,), une suite infinie ou bien (x1,...,x,) une suite finie de
vecteurs de H ; on dit que la suile est orthogonale si les x,, sont deux & deux orthogonaux,
c’est a dire si (Ty;x,) = 0 si m # n. Si de plus ||z,|| = 1, on dit que c’est une suite

orthonormée.

Quelques remarques et propriétés)

Soit X une famille de vecteurs de H, on note F' = (X) le sous espace vectoriel engendré
par X.

Si y est orthogonal a tous les vecteurs de X, alors y est orthogonal & F' = (X)) d’aprés la

linéarité du produit scalaire.
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Si y est orthogonal a tous les vecteurs de X, alors y est orthogonal & X, 'adhérence de
X (d’aprés la la continuité de 'application = — (z, y))

L’ensemble F,, = {z € H/(z,y) = 0} des vecteurs orthogonaux & un vecteur y donné
est un sous-espace vectoriel fermé de H (cést I'image réciproque de {0} par I’application
continue = — (z,7)).

Si E est sous-espace vectoriel de H, 'ensemble E+ = {z € H/(z,y) = 0, y € E} des
vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de E est un sous-espace vectoriel fermé de H, qu’on
appelle I'orthogonal de £. On a E( E* = 0. Remarquer que E et son adhérence E ont le

méme orthogonal E+ (découle de la continuité de l'application x — (z, y))

Définition 9.2.6. Soit F' une partie non vide d’un espace de Hilbert. Soit x € H, la projection
orthogonale de x sur F, est le vecteur (s’il existe) y € F tel que le vecteur x—y est orthogonal

a F.
Proposition 9.2.3. (Rappels d’algébre linéraire)

1. Soient (uq,...,u,) des vecteurs deuzr & deuz orthogonauxr d’un espace de Hilbert H,
on a || 327 ull = 327 [l

2. Soit (ey,...,e,) une suite orthonormée finie dans un espace de Hilbert H, et soit F' le
sous espace vectoriel engendré par (ey, ..., e,), alors le projeté orthogonal de x € H

sur F' est donné pary =Y ¢ (z,e;)e;.

9.2.2 Propriétés des espaces de Hilbert

Proposition 9.2.4. Inégalité de Bessel. Soient H un espace de Hilbert et (e,)n>0, une
suite orthonormée dans H, pour tout x € H la série numérique ), - |z, e;) |? est convergente

et de plus 32,5, |(z, ex)|* < ||[]*.

Preuve

On pose S, = >, |{x, e;)|?, alors la suite (S,), est & termes positifs et est croissante
donc, il reste & montrer qu’elle est majorée pour avoir la convergence.

Posons v, = Y (x,€;)e;, alors daprés la proposition ci-dessus, vu que (e,,)n>0, une suite

orthonormée dans H, on a v, L (z—wv,). Comme, x = v, + (z—v,), alors en elevant aur carré
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et en utilisant I'orthogonalité, on a : |[z]> = ||v, ||+ ||z —val* > [|va]* = Sn = Dy [{2, €))%,

car |le;|| = 1,Vi > 0 O

Proposition 9.2.5. Soient H un espace de Hilbert et (ey,)n>0, une suite orthogonal dans H.

la série de vecteurs Y, u, converge dans H si et seulement si Y, _ ||un||* < 0o, et dans ce

cas || Zn>0 un||2 = Zn>0 ||Un||2

Si (en)n>0, est une suite orthonormée dans H. la série de vecteurs ) ope, converge dans

H si et seulement siy., _ ||an]|* < 0o, et dans ce cas || Y,o0 menl]* = D20 lanl]*-

Preuve Posons S, =Y i u; et V,, = >0 ||w;]|*>. Pour m > n, on a
|[Sm — Sn||2 = [Vin — Vi

Ansi (S,,), est de Cauchy dans H si et seulement si (V},),, est de Cauchy dans R.
D’apreés la proposition ci-dessus, par orthogonalit; on a |[S,||? = V,,¥n > 0 et par conti-

nuité de la norme en passant a la limite on trouve, en cas de convergence (simultanée)
Pégalite @ || 22,0 wil|* = 2,00 [l

Définition 9.2.7. (Rappel)
Une partie A d’un espace vectoriel E est dite convexe si pour tout couple (a;b) de points

de A, le segment [a,b] = {(1 — a)a + ab,a € [0,1]} est inclus dans A.

Proposition 9.2.6. (Rappel) Si A est une partie convere d’un espace vectoriel normé (et

donc d’un espace de Hilbert), il en est de méme de pour A et ;1
Théoréme 9.2.7. (Théoréme de projection sur un convexe fermé). Soient H un
espace de Hilbert et C' une partie conveze fermée non vide de H.

1. Pour tout x € H, il existe un et un seul point z € C' qui réalise la distance de x a C :
d(z,C) =1inf{||z —y||,y € C} = ||z — z||. Le point z est appelé projection de x sur C

et on note pc(x) = z, on prolonge pc a C par po(x) = z,Vo € C.
2. po vérifie : Yy € C, Re{x — z,y — z) = Re(r — po(x),y — pe(x)) < 0.

3. L’application pc est contractante : ||pc(x) — po(2)|| < ||z — /||, Vo, 2’ € H.

Preuve
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1. -Six e C, on pose z = x.
-Supposons x ¢ C. On a § = d(z,C) = inf{||z — y||,y € C}. On sait que (serie TD 1,
2014) que d(z,C) = 0 alors z € C' = C car C est fermé, alors d(x,C) > 0 car x ¢ C.
Posons F,, = C'(\ By(z,d+ %) ; alors pour tout n > 1, F), est fermé dans H et la suite
(Fy)n est décroissante. On a diam(F),) = inf{||u — v|| / u,v € F,}, soient u,v € F,,
alors, grace ‘a lidentité du parallélogramme, on a

[lu+v = 22" = 2fju — |* + 2[jo — 2[]* — [Ju — o[
u+v 9
— x|

= |Ju— | = 2[ju — z[|* + 2||v — =] — 4]
Comme C est convexe et la boule fermé est convexe, donc F}, est convexe, alors “+” €

1 1
Fna1n81—|| utv_ z||* < —d* Or |ju—z||* < (d+ ) et [lv—a||* < (d+ ) par

1 d 4
suite ||u — v||* < 4(d + )—4d2—8 —|— 5, ainsi diam(F, )<2\/_%+—

Comme H est un espce Vectorlel normé complet, I'intersection des fermés non vide et

emboitées F;,, contient un et un seul point z, qui est le point cherché et ce point verifie

0 =d(z,C) = ||z — 2|

O
Un cas particulier important est celui o C' = F est un sous-espace vectoriel fermé F' de
H. Dans ce cas on a (x — z;y) = 0 pour tout vecteur y € F, c’est a dire que x —z L F et on

dit que z = pr(x) est la projection orthogonal de = sur F.

Théoréme 9.2.8. (Theoreme de représentation de F. Riesz) Soit H un espace de
Hilbert et L forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique vecteur e € H tel que

L(z) = (e, x) pour tout x € H, de plus ||L|| = ||e]|.



Chapitre 10

Exercices corrigés

Exercice 10.0.1. Soit (E,d) un espace métrique. Si G est une partie de E et x un élément
de E.
On pose d(x,G) = inf{d(z,a)/a € G}.
1. Soit A une partie de E.
(a) Montrer qu’il existe une suite (a,,) d’éléments de A telle que d(z, A) = lim,,_, o d(z, ay,).
Solution
D’aprés la caractérisation de la borne inférieure, pour tout n € N., il existe une
suite (a,), déléments de A telle que d(z, A) < d(x,a,) < d(z,A) + +. et donc
d(z, A) = lim,,_, d(z, a,).
(b) En déduire que v € A si, et seulement si, d(x, A) = 0.
Solution
Supposons que z soit dans A. Il existe une suite (ay, ), d’¢léments de A qui converge
vers z. Puisque pour tout n, d(z, A) < d(z,a,). Par passage a la limite, on obtient
d(z, A) = 0.
Réciproquement, si d(x, A) = 0, alors on déduit de (1a) qu’il existe une suite (ay,)s,
dans A telle que 0 = d(x, A) = lim,, o d(z, a,).
Cela montre que (a,), converge vers x et donc z € A.

2. Soit H une partie de E. On munit R de sa distance usuelle d,,.

(a) Montrer que lapplication fy : (E,d) — (R,d,) : x — d(x, H) est 1-lipschitzienne.

141
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Solution

Soient x,y € E.Va € A,on a d(z,H) <d(z,a) < d(z,y)+d(y,a). En passant au
inf, on a :

(o) d(z,H) <d(xz,y)+d(y,H).

En permutant x et y, on a

(8) dly, H) < d(y,x) + d(z, H).

En combinant («) et (8), on a : |d(z,H) — d(y,H)| < d(x,y). Donc f est 1-

lipschitzienne.

Soient A et B deux fermés disjoints de E. Montrer qu’il existe deuzr ouverts U et

V de E, disjoints tels que ACU et BCV.

Solution

Posons U = {z € E/d(z,A) < d(z,B)} et V ={z € E/d(z,A) > d(z, B)}. Alors

unv =»0.

Soit ¢pap: (E,d) — (R,d,) : x+— d(x,A) — d(z, B) est continue d’aprés (2a).

Ona U = ¢,'5(]0,400[) et V = ¢, '5(] — 00,0[), donc U et V sont des ouverts.

Soit © € A, alors

— d(z,A) =0

— et d(z, B) > 0 car si d(z, B) = 0, alors € B d’aprés (1b), or B est fermé donc
x € B ce qui impossible car A et B sont disjoints.

Ansi x € U. Par suite A C U. Et de fagon similaire, B C V

Dans (E,d), montrer que tout fermé F de E est intérsection dénombrable d’ou-

verts ;

Solution

On muni R de sa distance usuelle d,. On peut supposer que F' est non vide.
Pour n € N*, on pose Q,, = {z € E/d(z,F) < %} On vérifie que Papplication
or (B |I.]) = (R,dy) : x — ¢pr(x) = d(z, F) est continue d’aprés (2a). Comme
O, = ¢r' (] — 00, L[). Alors, c’est un ouvert de E, donc, on a N1 O = {7 €

E/d(x,F)=0}=F=F.
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Dans (E,d), montrer que tout ouvert U de E est union dénombrable de fermés.
Solution

On peut supposer que U # E. On pose F'= E\U et F,, ={z € E/ d(z,F) > %}
On voit bien que F), est fermé et J,», F, ={xr € £/ d(z,F) > 0}.

Exercice 10.0.2. 1. Ici R™ est muni de ['un de ses normes usuelles. Pour tout p €

1/p
[1,+00] et tout v € R™ on pose ||z||, = <Z|xz|p) . On veut montrer que || ||,

est une norme sur R".

(@)

(b)

(¢)

Si a et b sont des réels positifs ou nuls et si p et q sont des réels strictement
supérieurs a 1 tels que %—i— é = 1 alors ab < % + %p(utiliser le convexité de
x — exp(x)).

Solution

Si a ou b est nul, I'inéegalité est trivial. Supposons que a,b > 0. On a :

ab = exp(lna + Inb) = exp( Inar + élnb%) < %exp(lna%) + %exp(lnb%) =

%a% + %bé (par convexité de x — exp(z)).

En déduire que : st ay,...,a, et by, ... b, sont des réels positifs ou nuls et si p et
q sont des réels stm’ctement supérieurs a 1 tels que % + % =1 alors Y a;ib; <

(S, a?)? (S0, ) ¥ (Inégalité de Hilder).

Solution
1 1 b;
Comme S, aibe < (T, o). (Si )7 & Ty [ ] -] <
. (Z?laf)f’ (Z?—lbf)p
a; bz

Posons «; = [ﬁ] et 0; = [—;]

(Zz:lazp>p (Z’L 1 z)p
Alors d’aprés (a), ona: Y. o < 1_0 E =1
En déduire que : st aq,...,a, et by,..., b, sont des réels positifs ou nuls et sip > 1

alors (Y1, (a; + bi)p)E < (>, l)” +(Xr, Z) (Inégalité de Minkowsksi).

Solution

Si p = 1, I'inégalité de Minkowski est évidente. Supposons donc p > 1 et notons

¢i = a;+ b, alorsona L & =3" aicffl + > bicffl et pour les termes
p

du membres de droite, en appliquant I'indgalité de Holder ci-dessus avec ¢ = P
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OH&Z?:lcfg (Zz 1&) (Zz 1 z) ! +(Zz 1 z)i( 7, 1 z) ;I'EndiVisant

les deux memebres de cette inégalité par (ZZ 1 Z) » et en utilisant le fait que

1-— ’%1 = %, on obtient le résultat.

En déduire que || ||, est une norme sur R". (A faire : découle de l'inégalité de

Minkowski pour l'inégalité triangulaire).

2. Soit E = CY([0,1],R), [’espace des fonctions réelles de classe C* sur [0,1]. Pour
1 1/2
feE, onpose N(f)= <|f(0)|2+/ |f’(t)|2dt) . Montrer que N est une norme
0

sur FE, qui dérive d’un produil escalaire.

Solution

On définit le produit scalaire (f, g) = f(0)g(0) + fo f'(t)d'(t) dt et on en déduit une

norme.

Exercice 10.0.3. Soit E un espace vectoriel normé.

1. Montrer que si A est une partie de E et 0 un ouvert de E, alors ’'ensemble A + 0 =

{a+0b/a € A, be O} est un ouvert.

Solution

A+0 ={a+b/ac A bec b} =Uyqpa+0 Soit f : E = E:2— x—a,

alors f, est continue relativement a cette norme. De plus f,1(6) = 6 + a. Donc,

A+40=,cq fi'(0) est réunion d’ouverts.

2. Soit F un sous-espace vectoriel propre de F.

(a)

(b)

Montrer que F° =)

Solution
Supposons F° # () et soit a € F°. 1l existe r > 0 tel que B,(a,r) C F. Pour tout

rx € E* onaa+ 55 C By(a,r) C F. Comme F contient a et est un sous espace

2 H:BII
vectoriel, z € ' donc F' = E, ce qui est absurde.

Montrer que si F. est un sous-espace vectoriel de E.

Solution

Soient et y dans F et soient «, 8 deux scalaires. 11 existe alors deux suites (2,),

et (yn)n de F qui convergent respectivement vers = et y. La suite (ax, + Byn)n
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converge vers (o, + Byn)n, ce dernier est donc dans F' car étant fermé. Ansi F

est un sous-espace vectoriel.

(c) Montrer que si F' est un hyperplan alors F' est fermé ou bien F' est dense dans E.

Solution
Supposons I # F il existe a € F\F. Comme F est un hyperplan, on a £ = Ka®F.
Puisque Ka et F sont inclus dans F qui, d’aprés la question 2, est un sous-espace

vectoriel de E, on en déduit que Ka @ F C F et donc F = E.

Exercice 10.0.4. On munit C([0,1],R) de la norme || ||

1. Montrer que l’ensemble Ly des fonctions k-lipschitzienne est un fermé de C([0,1],R).

Solution

Soit (fn), une suite Ly qui converge dans C([0,1],R) vers f. Montrons que f €
Ly. Pour tout z,y dans [0,1], |f.(z) — fu(y)|] < k|z — y|. La suite (f,), converge
uniformément, donc simplement vers f. On fait tendre n vers I'infini dans I'inégalité

ci-dessus, on en déduit que f est k-lipschitzienne.

2. La fonction fo:[0,1] — R définie par f,(x) = /x est - elle lipschitzienne ?
Solution
Supposons que fy est k-lipschitzienne, cela veut dire que, pour tout z et y dans [0, 1],
|vz — /Yyl < k|z — y|. En particulier, pour y = 0 on obtient, 1 < ky/z,Vz € [0,1].

Ce qui est impossible car le second membre tend vers 0 quand z tends vers 0.

Exercice 10.0.5. Soient E et F' deux espaces métriques et [ : E — F.

1. Montrer que si f est continue, alors son graphe I' = {(x, f(z)),z € E} est fermé

dans E x F. La réciproque est - elle vraie ¢

Solution
Soit (zy, f(xy,)) une suite de I'; qui converge vers (z,y). La suite (z,,) converge vers
x et la suite (f(x,)), converge vers y. Puisque f est continue, on a nécessairement

y = f(x) si bien que la limite (x,y) est dans I';. Ainsi, I'y est fermé dans E x F.

La réciproque est fausse. En effet, il suffit de considérerlecas E = F =Ret f : R - R

'application definie par f(z) = % si z # 0 et f(0) = 0. La fonction f n’est pas continue

T
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et son graphe I'y = {(0,0) }U{(x, 1/x)/x # 0} est fermé comme réunion de deux fermés
de R.

2. Montrer que si f est continue, son graphe I'y est homéomorphe a E.

Solution
Comme f est continue, la fonction g : E — 'y C E x F : x — (z, f(z)) est continue
et bijective de F sur I'y. Sa reciproque g~' : (z, f(z)) — x est continue. Ainsi, g est

un homéomorphisme de £ sur I'y.

Exercice 10.0.6. Soient (E,d) un espace métrique et K un sous-espace métrique compact.

1. Montrer que VB C X, B # 0, il existe xg € K tel que d(K, B) = d(x¢, B).

2. Soit G une partie fermé de (E,d) tel que K NG = (0. Montrer que d(K,G) > 0.

Preuve

1. Comme dans le premier exercice du chapitre 1, par définition de la borne inférieure,
pour tout n € N, il existe une suite (z,), d’éléments de K telle que d(K,B) <
d(zy, B) < d(K,B) + 1. et donc d(K,B) = Ji_g)lod(xn,B). Comme K est compact
dans un espace métrique, (z,), admet une suite extraite (x4(,)), convergente vers un

certain = dans K. Alors par continuité on a d(K, B) = d(x, B).

2. Supposons G fermé et K NG = (). D’aprés la question précédente, il existe x € K tel
que d(K,G) = d(x,G). Si d(z,G) = 0, alors € G = G ce qui absurde car KNG = ).

O

Exercice 10.0.7. (Application ouverte, fermée) Soit f : X — Y une application entre

deuz espaces topologiques.

o

1. Montrer que [ est ouverte si et seulement si , pour toute partie P C X : f(]—g’) Cf(P).

2. Montrer que f est fermée si et seulement si , pour toute partie P C X : f(P) C f(P) :

Solution
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1. =) Supposons que f est ouverte. Soit y € f(]?’), alors existe  €P telque y = f(z).

On a alors ]
y=f(x) € f(P?) C f(P), or f(ﬁ) est un ouvert car f est ouverte, donc y Ef/(P\’).

o
—_—

<) Supposons que VP C X : f(ji—)’) Cf(P). Soit O un ouverte de X, alors f(O) =

F(O) CF(0), donc F(O) =F(O)

ainsi f(O) est un ouvert.

2. =) Supposons f fermée. Alors f(P) est fermé et contient f(P), donc il contient f(P)

car ce dernier est le plus petit fermé contenant f(P).

<) On suppose que YP C X : f(P) C f(P). Soit F, un fermé de Y, alors on a

f(F) C f(F)= f(F), donc f(F) = f(F) c’est-a-dire f est fermée.
0

Exercice 10.0.8. (Homéomorphe et Projection stéréographique) Montrer que l'espace
métrique S' = {(z,y)/2* + y* = 1} avec la métrique induite par linclusion dans (R* T,)

n’est homéomorphe G aucun interval (segment) de R (utiliser une projection stéréographique).

Solution :

On pose S = (0,1) appellé le pole sud. Vérifier que Uapplication f = (S*\ {S}) —
R avec f(z,y) = % et f7Hr) = (25,1 — 122), est homéomorphisme. Pour la suite,
supposons que g : St — I soit un homéomorphisme entre S et un intervalle I de R. On peut
supposer que g(S) n'est pas sur le bord de lintervalle (quitte a composer au départ g avec
une rotation), donc I\ {g(S)} est une réunion de 2 intervals disjoints. Soit h = g/(S*\ {S})

L est un

c-a-d la restriction de g a S* \ {S}, alors h est un homéomorphisme donc ho f~
homéomorphisme de R sur I\ g(S) C R. Ce qui est absurde car l'image de R par une

application continue doit étre un intervalle de R.

Exercice 10.0.9. (Espace topologique limite projective) On considére les surjections
CAnONLQUEs Ty, @ L)2"7L — ZJ2™Z : x, mod 2" — x,, mod 2™. Montrer que l’espace topo-
logique limite projective Zy = UmZ/2"Z = {z = (zp)n € |1, Z/2"Z | Tnn(2n) = Zm, m < n},
muni d’applications continues surjectives m, : Lo — 7./2"7Z, est homéomorphe & ’ensemble de

Cantor K <On pourra montrer qu’il est en faite homéomorphe a {0, 1} on {0, 1} muni de la
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topologie discréte, a travers Uapplication ¢ : {0, 1} — Zy = NmZ/2"Z - u = (Up)n = (Vn)n

oU vy =uy et vy, =Y i w271 mod 27 pour n > 2).

Solution Il suffit de remarquer que
- (M v = w < 2, v = up 4+ 2uy < 22 vz = wug + 2up + 2%uz < 2% v, =

g + 2ug + 2%uz + ...+ 2" 1y, < 27,

- (") T (vn) = (P1<icn wi2™" mod 2") mod 2™ = (37, ;,, wi2""") mod 2™ =

(D icicm wi2™") mod 2™ = vy, donc @((un)n)) = (Un)n € NmZ/p"Z et ¢ est continue

Vo — U1 V3 — Uy

- (M%) et inversement u; = vy < 2, ug = 5 < 2, ug = 5 <2, .., Uy =
Up = U . .
7l 9 donc ¢! existe et est continue.

2" ’

O

Exercice 10.0.10. (Espace quotient : fabriquer une sphére avec un carré) On consi-
dére la sphére 8* = {(u, v, w)/u* +v* +w? = 1} C R? et le quotient ([0, 1] x [0,1]/)Re 0w on
a les identifications (0,t)Rg(1,1), (s,0)Re(s",0) et (s,1)R3(s", 1) pour tout t,s,s" € [0, 1], sa-
chant que les cas non précisés sont des singletons. Montrer que Uapplication h : [0,1]x[0, 1] —
S? : h(a, B) = (cos2ra.sinmf, sin 2ra. sin w3, cos 7f3)

induit un homéomorphisme ([0,1] x [0,1])/Re ~ S?

Solution

(*) Les applications « — cos 2ra et 8 — sin /3 sont continues de R dans R et Papplication
(u,v) = uv est continues de R? dans R car R est un corps topologique, ainsi, 'application
(a, B) + cos2rasinTB de R? dans R. De méme, les applications (a, 3) — sin 2rasin /3 et
S+ cos /3 sont continues de R? dans R et de R dans R respectivement. Ainsi, 'application
(ar, B) = (cos2mav. sinmf, sin 2rev. sin w3, cos ) de R? dans R? est continue. Par suite, sa
restriction i de [0,1] x [0,1] & S? est continue et surjective.

(**) On vérifie que h(a, B) = h(d/, B') < (a, B)Re(c, B'). Par suite h : ([0,1]x[0,1])/Rs —
S? est bijective.

(***) Comme h est continue alors h est continue.
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(***%) Si F est un fermé du compact [0, 1] x [0, 1], alors h(F') est un compact et donc, est

fermé dans le compact S2. Donc h est fermé, par suite h est fermé.
(%) On conclut que h est un homéomorphisme.

O

Exercice 10.0.11. 5i G est un groupe topologique noté multiplicativement, on note Ly : G —

G:zw— gz

1. Montrer que si f : G — G’ est un homomorphisme de groupes, avec G' un groupe
topologique noté multiplicativement, alors, pour tout g € G, fo Ly, = Ly o f.
En déduire que [ est un morphisme de groupes topologiques si et seulement si f est
continue en l’élément neutre e.

2. Montrer que Uapplication h : G x G — G : (z,y) — xy~*

est continue, en déduire
que 'adhérence d’un sous-groupe d’un groupe topologique est encore un Sous-groupe
topologique.

3. Montrer que GL,(C) = {A € M,,(C)/Det(A) # 0} est un groupe topologique et qu’il
est conneze par arcs, et enfin montrer que GL,(R) = {A € M, (R)/Det(A) # 0} est

un groupe topologique et qu’il est n’est pas connexe.

Preuve

1. Soit G un groupe topologique, d’élement neutre e. Definissons la translation a gauche
L,: G = G :z+— gx. Cette applications est un homéomorphisme, car continue et

bijective et son inverse Lg_1 : G — G : 1+ g 'z est aussi continue.

=) Soit f: G — G’, un homomorphisme de groupe continue en e, élément neutre de
G.Ona folLy(x)= f(gr) = f(g)f(x) = Lyg) o f(z).

Soit x € G et V(f(z)) un voisinage ouvert de f(x) dans G’, en prenant g = x, on a
L o f7H(V(f(x) = f'o L 1 (V(f(x))) Comme L]?(lm) est un homéomorphisme

de G’ dans G’, alors, Lf(lx) (V(f(x))) est un ouvert de G’. Vérifions que f(e) €
L4 (V@) on a Lk (V(F@) = [F@] (V). done f(e) = f(a1a) =
Fa I @) = F@] (@) € Lk (V@) don, Lyk (V(f(2)) est un ouvert de
G’ contenant f(e), ainsi f! oLf(I) (V(f(z))) est un ouvert de G car f est continue en

e. Donc Lo f~'(V(f(x))) est un ouvert de G et comme L' est un homéomorphisme
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de G dans G, alors f~'(V(f(z)) est un ouvert G contenant z.

<) Trivial.

2. Comme G est un groupe topologique, alors les applications GXG — G : (x,y) — xy et
G — G : x + 17! sont continues donc I'application h: G x G — G : (z,y) — 2 'y =
h(z,y) est continue. Soit H un sous-groupe de G. H, I'adhérence de H. Soit x,y € H,

et V(zy™) = V(h(x,y)) un voisinage ouvert de zy~!

, comme h est continue, alors
! (V(h(x, y))) est un ouvert de G x GG, donc, par définition de la topologie produit, il
existe deux voisinages ouverts V(z) et V(y) tels que V(z) x V(y) = h=" (V(h(z,y))).
Comme z,y € H, il existe a € V(z)(VH et b € V(y)( H, alors ab™* € H et h(a,b) =

ab™' € V(zy™') = V(h(z,y)), par suite ab~! € H\V(vy~'). Ansi 2y~ * € H.

Exercice 10.0.12. (Compacité et Procédé diagonal de Cantor)

1. Soit (E,d) et (F,0) deuzx espaces métriques. Monter que si f : E — F, est continue et
E est compact, alors f est uniformément continue. Application : Soit (E,d) un espace
metrique et f : [a,b] X E — R une application continue. Montrer que Uapplication G

definie pour x € E par : G(z) = ff f(t,z)dt, est continue sur E.

2. (a) Soit (E,d) un espace métrique. On pose &' = min(1,d). Montrer que &' est un
distance sur E et que ces deux distances sont topologiquement équivalentes :i.e

Ty =1T;.

571 mny n
(b) Soient (E,,d,) une famille d’espaces métriques. On pose d(x,y) = Z %
n>1
ot 0, = min(1,d,) avec x = (x,)n et y = (Yn)n. Montrer que & est un distance sur

E = anl E, et que la distance § induit une topologie Ty équivalente a la topologie
produit Ty sur E. Chercher d’autres distances sur E topologiquement équivalente
ao.

(c) Montrer que si (Ki,di) est une famille dénombrables d’espaces métriques com-

i>1
pacts, alors K = Hiz1 K; est compact, muni de ['un des distances topologiquement

équivalentes de la question ci-dessus (s’inspirer du Procédé Diagonal de Cantor

utilisé dans la complétion métrique).
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Solution

1. (a)

Montrons que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que Vz,y € E, d(z,y) < n =
0(f(x), f(y)) <e.

Supposons le contraire : ¢’est-a-dire il existe ¢ > 0 tel que, Vn > 0, il existe x,, et
y, dans E verifiant d(z,y) < n et 6(f(z), f(y)) > e. Pour n = 1, il existe deux
suites (,)n et (Yn)n telles que d(z,,yn) < 1 et 6(f(zn), f(z,)) > e. Comme E
est compcat, la suite (z,), admet une suite extraite (z,(»))n qui converge vers un

element x de E. Mais
A(Yp(n): ) < A(Yp(n), Tpm)) + A(Tpm), ) €t d(Ypmn), Tom) < ﬁ par constrution.
Donc limy,—, 4o d(Yp(n), ©) = 0. Ansi (Y,(n))n converge vers x. Puisque f est conti-

nue,

Absurde.

Application : Soit [ € E. Montrons que G est continue en [. Soit (x,) une suite

de E qui converge vers [. On pose K = {z,,n € N} J{/}. L'ensemble [a,b] x K
étant compact, d’aprés le théoréme de Heine, f est uniformément continue sur
cet ensemble muni de la distance §, donnée par exemple par 0 : ([a, b| x K)2 —
6((t,z), (', 7)) = max{d,(t,t'),d(z,2’)} ou d, est la distance usuelle sur [a,b].
Soit € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout (t,u) et (s,v) dans [a,b] x K :
5((t,u),(s,v)) <n= ‘f(t,u),f(s,v)’ <=

I existe ng € N tel que, pour n > ng,d((¢,z,), (t,1)) = max{d,(t,t), d(z,, 1)} =
d(zp, 1) <.

et par suite, pour tout n > ng,

b
G(z) - G(1)| < / [t ) — F(t,D)]dt < e

2. Veérifions que ' est une distance.

-on a ' (z,y) >0 car d(z,y) > 0 et §(z,y) =0y, x) car d(z,y) = dy, ).

-0'(z,y) =0 & min{l,d(z,y)} =0 & d(z,y) =0 &z =y;

- on sait que §'(z,y) <1, Vo,y € E. Soit z € E,
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(*) si0'(x,2) =1oud(y,z) =1alors &'(z,y) <1< (x,2)+(z,y);
(**) si 0'(x,2) < 1et §(y,2) <1, alors §(z,2) = d(z,2) et §(2,y) = d(z,y) et donc
0'(z,y) < d(x,y) < d(z,2z) +d(z,y) < 0'(z,2) +0'2,y).

Montrons que ¢’ est topologiquement équivalente & d.

- Soit y € Bd(z,r), on a §'(z,y) < min{l,d(z,y)} < d(z,y) <r, donc y € B (z,7).
par suite BY(z,r) C BS (z,7)

- Soit s = min(1,7). Siy € BY (x,s) alors ¢'(z,y) < s < 1 donc §'(z,y) = d(z,y),

ainsi d(z,y) < s <r,dou, y € Bg(x, r). Par suite B (:c, 5) C B‘j(:c, r).

. Vérifions que § est une distance sur £ = [, E

On :
- Remarquons d’abord que la série § = Z on ou d, = min(1,d,), converge et § =

n>1
E%S igl_
2n 2n

n>1 n>1

- (2, y) = 0 car 0, (2, yn) = 0 et 6(z,y) = d(y, x) car 6,(Tn, Yn) = 0n(Yn, Tn).
- (z, y)zO@é (xn,yn)—O Vne o, =y, ns =y
- 6(z,y) < Z n{@n; Zn) +5 (%0, 2n) <d(x,2) +0(z,9).

n>1

Montrons que la topologie T} est la topologie produit.
(*) Soit B2(x,r), un voisinage élementaire ouvert de z = (x,),>1 pour Ts. Fabri-
quons un voisinage ouvert V de z pour T, contenu dans BS(z,r). Posons V =

—1 . . . . .
b B (2, 70) X [[,>, qui un voisinage ouvert de x pour T, on veut choisir p

et les 7,, < p—1desorte que V C BS(x,r). Soit y € V = 6(z,y) <ZMS
n>1
p—1 1
Z +22n— )max(rn,n<p—1) 5T
n>p
< < L Ansien choissi 1 Pt 1< "
_max(rn,n_p—l)—l—ﬁ. nsi en choissiant p et r, tel que r, = 5 et 51 = 5

on a le résulat désiré.

(**) Réciproquement, Soit V' = [],5, Vi un voisinage ouvert élementaire de x pour
T alors par définition de la topologie produit il existe k et n;,1 < 7 < k tels que
V; = Boi(zy,m;) pour i € {n;,1 < j<k}etV,=E; sii¢g{n;,1<j<k} Choisis-
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sons r de sorte que la boule ouverte B(x,r) soit contenu dans V. Soit y € BS(z,r)

alors 0(z,y) = > 0,5, —5"(5”2’;’?’") < r donc —6"(3;7;’%) < min(55,7),Yn = 6,(2, yn) <
2" min(55, ) = (1,2"r), Vn.

Sii¢{n;,1 <j<k}alorsy, €V, =E,.

Siie {n;1<j <k}, alors 6;(z;,v;) < min(1,2) < min(1,2™r)

ot m = max {i/i € {n;,1 < j < k}}, mais alors &;(z;,y;) <y (& y; € V;) dés que
2" < r;,Vi € {n;,1 < j < k}. Anisi en choisissant r = Qmein{n-,i €{n;,1<j<

k}} avec m = max {i € {n;,1 < j < k}}, on trouve le résultat désiré.

. Le procéedé diagonal de Cantor intervient dans beaucoup de situation enanalyse. Soit
(Xo)n est une suite dans [];-, Fi, montrons on peut extraire de (X,), une sous-suite
qui converge.

Considérons le "vecteur" X, = (Xr(f))izl € [I;>, £i puis la suite (X", dans (E;, d;).
- On commence par F; qui est compact donc on peut extraire de (X,(ll))n, une suite

(X}lr)z)n qui converge vers un certain /5. On considére alors la suite (X ,), extraite

(X,)n dont la premiére composante est (Xl(lg)n
(2)

1n

)n, Une suite (X(z))n

- On passe & Fy qui est compact, alors on peut extraire de (X on

qui converge vers un certain /o € FEj. On considére alors la suite (X, ), extraite
(X1n)n dont les composantes 1 et 2 sont (Xélrz)n et (Xﬁz)n et convergent vers [y et [y
respectivement (noter qu’une suite extraite d’une suite convergente, converge vers la
méme limite).

- Ansi de suite, par récurrence sur j, on fabrique une suite (X ,,),, extraite de (X;_1,)n
i)

dont les composantes 1,2,... et j sont (X](-’n)n,l < i < 7, et elles convergent vers

l; € E; respectivement.

- Par suite, on considére la suite (X, ), extraite de (X,,), dont chaque composante
(X)) converge vers I; € E;. Posons | = (I;);. Montrons que (Xpn)n converge vers .

Soit € > 0,
(@ .7
On a 5((Xn,n) ;l) = Z (SZ(X;—;“ZZ) ou ¢; = min(1,d;), donc, on peut écrire
i>1
(@D . (@ 7.
5((Xn7n)n;l) < &(X;—;mlz)+ Z %S Z (gz(X;L—Zn’ll)—i-QiM Comme dans

<I<isM 1>M+1 <1<i<M
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les questions précédentes, on choisit M tel que 2% < 5 et n tel que J; (Xr(le7 li) <.
O

Exercice 10.0.13. Soit n € Nyn > 1, on considére le groupe multiplicatif {£1} qui opére
sur la sphére
S" = {(%i)o<i<n/Xior; = 1} C R™ 1. On note par P*, Uespace projectif de dimension n.

1. Montrer que w: 8" — S"/{£1} : x +— T est fermé.

2. Montrer que 8" /{£1} est séparé.

3. Montrer que 8" /{%1} est compact et conneze.

4. Montrer qu’on a un homéomorphisme S"/{£1} ~ P".

Preuve

1. Montrons que 7 : 8" — S8"/{£1} : x — T est fermé. Si I’ est un fermé de S™ alors —F'
est un fermé car application op : 8™ — 8" : x +— —z est un homéomorphisme. Ansi
N 7(F)) = FU(—F) est un fermé dans S" et donc 7(F') est fermé par définition
de la topologie quotient S™/{+1}.

2. Notons ||,|| la norme sur R", d la distance induite par cette norme sur R™. Soit
T € §"/{£1} alors T = {x,—z}. Comme ||z|| = || — ||, alors, on peut définir une

distance sur 8" /{%1} en posant

i(z.5) = d({r,—o} (. ~y}) = inf {d(u,v) = lu—vl|/u € {z,~a},v € {s.~v}}.
En effet, noter qu’il existe =y € 7 = {z, —z} tel que d(Z,7) = d({z, -z}, {y, —y}) =
d(xo,7y) car T = {x, —x} est compacte dans S", et donc

c?(f, 7) =0 = d(z9,7) = 0 = xy € §J car § est fermé dans R". Par suite TNy #
() = T = 7. Les autres propriétés sont simples a vérifier, ainsi (S”/{il}, c?) est un
espace métrique donc est séparé pour la toplogie métrique 7%. On note T la topologie
quotient sur 8" /{£1}.

Soient a € 8™ et By(a,r) une boule ouverte de centre w(a) = @ et de rayon r > 0.
On a By(a,r) = {z/d(a,z) < r} = {z/d(@,z) < r}. Comme d(a,2) < r = d(a,z) =
d(@,z) < r,alors w (By(a,r)) C Bo(a@,r). Anisi 7 est continue pour T; et donc T; C T

par définition de la topologie quotient (= c’est la plus fine des topologies rendant

continue 7). Par suite (S§"/{%1}, T, ) est séparé pour la toplogie quotient T}
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3. Découle du fait que I'image d’'un compact (resp : un connexe) par une application

continue est un compact (resp : un connexe) 7(S8") = 8" /{£1}

4. L’inclusion de 8" dans R™*! \ {0} est continue, et induit par passage aux quotients
une bijection continue f de 8™/{£1} sur P". Son inverse, qui est 1’application induite
par passage aux quotients de Papplication continue de R"™! \ {0} dans S" définie

T

par x m, est encore continue. Donc f est un homéomorphisme (et on identifie
x

souvent 8™ /{£1} et P" par cette application).

O

Exercice 10.0.14. 1. Soit I un intervalle ouvert non vide de R. On pose A = {(x,y) €

I x I/x <y}. Montrer que A est connexe par arcs.

2. Soit I un intervalle ouvert non vide et f : I — R une application dérivable.

(Mpwefz{igllﬂ@%uyELx%y}

r—Yy
(a) Montrer T' est connexe et I' C f'(I) C T'=l’adhérence deT.

(b) Montrer que f'(I) est un intervalle.

Preuve

1. Soient A = (z,y),B = (2/,y) € A= {(z,y) € [ x [Jx <y} C R*
Soit v : [0,1] = At tA+ (1 —t)B =C = (tz + (1 — t)2sty + (1 — t)y'), alors

v(t) € Acarte+ (1 —t)2’ < ty+(1—1t)y et v est continue avec y(0) = B et (1) = A.
flx) = fly) _ fly) = f(@)

2. Comme = alors

r—y y—x
F={ﬂ@_fwwayELx%y}z{ﬂiig@)
f(x) = f(y)
y

r—y
‘r_

des deux fonctions (z,y) — o —y et (x,y) — f(z) — f(y) qui sont continues. Comme

/x<ye[}

On définit donc ¥ : A - R : (z,y) — qui est continue comme quotient

A est connexe par arcs et ¥ est continue alors I' = W(A) est connexe par arcs.
f(x) = fy)
-y
a € I tel que f'(a) = z et donc z € T par suite I' C f'([).

Soit f'(xo) € f'(I) alors f'(x) = lim Jlw) = fxo) donc f'(z¢) € T alors f/(I) C

T—T0 T — X
I

(a) Soit z = € I', d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe,
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(b) T et T sont connexes par arcs dans R, ce sont donc des intervalles et I'\ T’ contient
au plus 2 points qui seraient des extrémités de I, §’ils existent . Par suite f'(I) est

aussi un intervalle de R.

Exercice 10.0.15. Ezemple d’espace de Hilbert.

Soit I* = {(xn)n>0,2n € Ry >, g 22 < 1} =ensemble des suites réelles de carré sommable.
On considére Uapplication qui o x,y € > associe (x,y) >= Y =0 TnYn- Ce nombre est bien
défi (en effet, 2|z,y,| < 22 +y2 donc la série est absolument convergente donc convergente).
L’application (.,.) > est donc bien définie, symétrique, définie et positive : c¢’est un produit
scalaire sur . La norme induite est |||z = Y, ., x2 et {* muni de cette norme est un espace

complet, donc un espace de Hilbert.

Exercice 10.0.16. Une partie ouverte U d’un espace vectoriel normé (E|||.||) est connexe

st et seulement si elle est connexe par arcs.

correction : voir dernier chapitre. Preuve
1. On sait que : Connexité par arcs = connexité

2. Réciproquement, soit U une partie connexe non vide et ouverte de E. Comme un
espace vectoriel normé est un espace vectoriel toplogique alors a tout segment fermé
[a,b] = {(1 —t)a +tb;t € [0,1]} de E'; on peut associer un chemin allant de a vers b

en prenant l'application continue «y : [0,1] — E : t — (1 —t)a + tb.

Fixons a € A et considérons ’ensemble

v« {b€ U/ il existe un chemin de U joignant a et b}.

Par définition méme, I’ensemble V' est connexe par arcs. Reste a montrer que V = U.

(a) V n’est pas vide car contient le point a.

(b) L’ensemble V est ouvert. En effet, si b € V, il existe un chemin de U allant de a

vers b et, puisque U est ouvert, une boule non vide B,(b,r) incluse dans U. Pour
tout point ¢ de B,(b,r), le segment [b, | est inclus dans B,(b,r) donc dans U. Tl

existe donc un chemin de U allant de b vers ¢ : Enfin, la réunion d’un chemin allant
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de a & b avec un chemin allant de b vers ¢ est un chemin allant de a vers ¢ : On

conclut donc que ¢ € V', puis que B,(b,r) C V.

(c) L'ensemble V est fermé. Soit b € V (| U. Choisissons 7 > 0 tel que B,(b,7) C U.

Comme b € V| 'ensemble B,(b,r)(|V n’est pas vide et contient donc un point
c. Par définition de I'ensemble V', il existe un chemin de U joignant a a c. Par
ailleurs, le segment [b, ¢|] appartient & B,(b,r), donc est inclus dans U, et 'on en

déduit finalement que b € V. Par suite V' est fermé

Comme V est non vide, ouvert et fermé du connexe U alors forcément V' = U et par

suite U est connexe par arcs car V, lest.

Exercice 10.0.17. Soient A = {(z,sin(1/z)) CR?/0 <2 <1} et F = A C R?
1. Montrer que F'= AU{(0,y)/ —1 <y <1}
2. Montrer que F' est conneze.

3. Montrer que F' n’est pas connexe par arcs.

Solution

1. Montrons que F' = AJ{(0,y)/ —1 <y <1}.

Fc AU{(0,y)/ —1 <y <1} ? Soit (z,y) € F = A. Alors, il existe une suite ((,,, Yn))n

de A qui converge vers (z,y). Si x > 0 alors y,, = sin(1/z,) converge vers sin(1/x)
(par continuité de sin, d’ou (z,y) € A. Dans le cas x = 0, on a y, = sin(1/z,,), d’oi
yn € [—1,1]. Par conséquent, a la limite on a y € [—1,1]. D’ou (z,y) € {0} x [-1,1].
AU{0,y)) —1<y<1}Cc F=A? Soit (x,y) € AU{(0,y)/ —1 <y < 1}. Mon-

trons qu’il existe une suite ((z,,y,)), de A qui converge vers (z,y). Si > 0, une
telle suite existe trivialement (il suffit de prendre la suite constante égale & (z,y). On
suppose donc z = 0. Ainsi y € [—1, 1] est quelconque. Soit z > 1 tel que sin(z) = y.
Soit alors z,, = 1/(z 4 27n). On aura sin(1/xz,) = sin(z) = y. Par conséquent la suite

(2, sin(1/x,)), est une suite de A qui tend vers (0,y) d’ou I'inclusion recherchée.

2. Montrons que F' est connexe.
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Solution L’ensemble A est connexe dans R? comme image du connexe ]0,1] par
application continue f : R* — R? donnée par f(r) = (z,sin(1/z)). F = A est

connexe.

3. Montrons que F' n’est pas connexe par arcs.

Solution Par 'absurde, supposons F' connexe par arcs. Alors, il existe ¢ : [0,1] — F
continue tel que ¢(0) = (1, sin(1)) et ¢(1) = (0,0). Notons ¢(t) = (x(t),y(t)). Notons
Ty = {t € [0,1]/x(t) > 0}. Cet ensemble est non vide puisque 0 € Tj. On considére
alors to = sup(7p). Comme z(1) = 0 alors ¢y < 1.

Par I'absurde, supposons x(ty) > 0. Comme tq < 1, alors par continuité de la lere
projection x de ¢, on aurait > 0 sur un ouvert |a,b[C [0, 1] contenant ty, donc
[ = I’J“% > tg et [ € Ty ce qui en contredit la définition de la borne supérieure.

Par conséquent x(tp) = 0. Ainsi par continuité de x en g, on a : lim; , x(t) = 0.
Ainsi, il existe une suite (7,,), qui tend en croissant vers ty telle que la suite (z(7,)),

tend en décroissant vers 0.

Notons c(ty) = (z(to), y(to) = (0,y0). Soit y € [—1, 1]\ {yo}. Soit z > 0 tel que sin(z) =

1
y. Pour tout n, il existe un entier k, assez grand pour que z, := ——— < x(7,).
2rkn + z
Comme 0 = z(ty) < x, < x(7,), d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires

appliqué a la lere projection z, il existe t,, € [7,,to] tel que z(t,) = x,. On a alors
c(tn) = (xn,sin(2wkn + 2)) = (z,,y). Ainsi la suite ¢,, tend vers t, et c(t,) tend vers

(0,y) # c(to). Contradiction.

Exercice 10.0.18. Soient k : C([a, b] X [a,b], R) et (f,,) une suite bornée de C([a,b],R), muni
de la norme ||.||co = ||-|]u-
b
On définit K : C([a,b],R) — C([a,b],R) parVf € C([a,b],R), (K f)(z) = / k(x,t)f(t)dt.
1. Montrer que A = {K f,,n € N} est équicontinue.

2. Montrer que A = {K f,,n € N} est ponctuellemenet relativement compact.

3. Montrer que (K f,)n admet une suite extraite convergente dans C(Ja, b, R).

Solution

1. Soient x,y € [a,b]. On a |(K f,)(x) — (K f,)(y)| < / \k(x,t) — k(y,t)] f.(t)|dt.



159

- k est continue sur le compact [a, b] X [a,b] donc est uniformément continue. Ansi, en

particulier, Ve; > 0, 3., /Yo, y,t € [a,b], |x —y| <n = |k(z,t) — k(y,t)| < e;.

- (fn) est une suite bornée de C([a, b], R), muni de la norme ||.||~, alors il existe M > 0

tel que Yn >, |[|fulloo < M, et en particulier, |f,| < M.

- Ansi, Vn > 0, on a [(K f,)(2) = (K f,)(y)| < /b [k, t) = k(y, )] fu(t)|dE < e1M(b—a)
£

M(b—a)’
[a,b], (K fo)(x) — (K fa)(y)] <e.

- On conlut que A = {Kf,,,n € N} est équicontinue.

- Soit € >, en posant £; = on il existe 7., tel que Vn > 0,Vz,y €

. On considére 'ensemble A, = {g(x),g € A}. Comme A est borné, alors A, est
boré dans R, donc est relativement compact cést-a-dire A, est compact. Donc, A =

{K f.,n € N} est ponctuellement relativement compact.

. Comme A est équicontinue et ponctuellement relativement compact alors, A est rela-
tivement compact ce qui veut dire que A est compact, d’apres le theoreme d’Ascoli.
Par suite, d’aprés la compacité dans les espaces métriques, A admet une suite extraite

convergente dans C([a, b], R).



